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1956 年 6 月 8 日 ,在 莫斯科 大 学 刚 答辩 完 副 博 
士 论文 后 摄 于 校园 内 的 一 个 花坛 边 
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1991 年 刘 绍 学 和 他 的 学 生 们 首次 秋游 ,【 左 起 : 
LEE, ER, MAF, HAL REA, BRA) 


1991 年 10 月 ,在 参加 广西 
师范 大 学 举行 的 第 一 次 中 日 
环 论 国 际会 议 时 摄 于 桂林 满 
江 的 游船 上 。( 第 一 排 左 起 : 
林 亚 南 、 张 英 伯 、 刘 绍 学 、C. 
M.Ringel, 343€, € &&. $ 
联 刚 ; 第 二 排 : REZ) 


1994 年 8 月 , 在 南开 大 学 举行 中 
国 代 数 年 时 摄 于 南开 大 学 数学 研究 
所 楼 前 。 [第 一 排 左 起 : C.M.Ringel、 
EE. RS) SORS. $—H 
E. xp. WAL M. 
Auslander, LReiten, 3K3- 48, P 
4E. 第 三 排 左 起 : FRE, KL, 
求 先 、 姚 海 楼 、 杜 先 能 ] 


1993 年 学 生 们 祝 视 刘 绍 学 64 
PEA, (AA: 朱 彬 、 杜 先 能 、 刘 
yee EOE, TOMB, KIRK, 
Wk BE, KAH) 


1999 年 .学 生 们 为 刘 绍 学 先生 过 70 岁 生 日 摄 于 北京 师范 大 学 。 [第 一 排 左 起 : FH 
A KRG, WBE, HAL. SLM, FRR, Pera; 第 二 排 左 起 : MRM, 4 
Biz KER, BBR, AM. Ek. £58, AY, XA) 
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1999 年 5 月， 北京 师范 大 学 数学 系 《 五 教授 
执教 五 十 周年 庆祝 会 》 上 向 刘 绍 学 等 献花 [ 右 起 : 
刘 绍 学 、 王 梓 坤 ] 


1999 年 10 月 ， 俄 罗斯 科学 院 院士 、 莫 斯 科大 
学 代数 教研 室 主 任 A.I.Kostrinkin 应 刘 绍 学 邀请 来 
北京 师范 大 学 讲学 期 间 , 摄 于 北京 师范 大 学 数学 


1999 年 10 月 , 在 北京 师范 大 
学 举行 全 国 代数 会 ， 于 天 伦 王 
WARS HS EIA SHH, 
AIE, Ne 96 — 4 7o EUR, 
(AA 2] 28 ^F AE Wo E92 X) 


2000 =F 6 FI z; IF] ELF" 
时 期 间 ， 刘 绍 学 一 家 人 在 
Antwerp 大 学 教授 F.Van. 
Oystaeyen X 4X €-, È TH 
摄 【 自 右 北 时 针 转 : 刘 绍 
€. Fred, HAA, JR 
多、 去 儿子 、 刘 绍 学 之 大 
女儿 刘 艺 冰 ] 


2001 年 10 月 ， 刘 绍 学 
夫妇 去 澳大利亚 探亲 , 摄 
于 卧龙 岗 附 近海 边 。【[ 第 
一 排 左 起 : 徐 文 、 刘 路 、 其 
女儿 徐 堪 、 华 九 召 夫人 及 
HF. PUK HAL Y 
联 刚 ; 第 二 排 左 起 : HAL 
A., ARAF., IPARA) 


2004 年 10 月 6 日 ,在 扬州 大 学 举行 的 《全 国 代 数 表 示 论 高 级 计 论 班 》 的 晚安 上 
WR AFT 岁 诞 辰 【 站 立 讲 话 者 是 郭 晋 云 ， 其 前 面 左 起 是 曹 文 龄 ， 刘 绍 学 ， 王 
ZE (扬州 大 学 数学 科学 学 院 院 长 )] 


Preface 


On the occasion of the 75th birthday of Profes- 
sor Shao-xue Liu, Beijing Normal University is 
publishing a volume containing a collection of his 
papers. In this preface, I want to focus the atten- 
tion to his initiative to study problems in representa- 
tion theory. I will outline the development of a very 
fruitful cooperation between China and the West 
concerning the representation theory of finitedimen- 
sional algebras, along the line of our mutual con- 
tacts. During the years, we became true friends, 
and I will add some personal comments about my in- 
troduction to China and the Chinese culture. Profes- 
sor Shao-xue Liu has to be considered as the Nestor 
of algebra in China and we are very happy that he 
shifted the interest of many of his students and col- 
laborators to algebras and their representations. In- 
deed, he is the founder of a large and very successful 
Chinese school in representation theory of finitedi- 
mensional algebras which covers a broad range of 
topics and deals with many different applications. 
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This school has its origin at BNU and now has strong outlets at many other 
scientific institutions not only in Beijing (one has to mention at least Ts- 
inghua University and the Academy of Science), but also Shanghai, Cheng- 
du, Hefei, Xiamen, Changsha, and there are many more places. 

It does not seem to be necessary to comment on the individual papers in 
this collection, but one should look also at Liu's book on Rings and Algebras 
which had and still has a tremendous influence. As the title indicates, it is 
the structure theory for rings and algebras which is the central theme, ques- 
tions concerning representations are treated only marginal (still, it deals 
with semisimple modules and the corresponding double centralizer proper- 
ty). In particular, the Wedderburn-Malcev theory, as developed in the 
book, has to be considered also as starting point for dealing with representa- 
tions of algebras. The book has served as a basic reference not only for his 
own students, but seems to have been used throughout China. I tried to 
persuade Springer to publish a translation into English because it could have 
been an important and very useful addition to the Western market, but the 
publishing company did not want to get competition to its other books ad- 
dressed to the same audience. 


1985 


In 1985, Professor Liu visited several European universities, including 
Bielefeld—this was our first contact. The aim of his travel was to get in 
touch with some of the active research centers in the West dealing with 
rings and modules. He had carefully analyzed the present state of research in 
algebra. Apparently, he was impressed by the stormy development of the 
representation theory of finitedimensional algebras and he had decided that 
China should get involved in such investigations. He wanted to start to co- 
operate with all the relevant schools, hoping that after some time the Chi- 
nese algebraists would be able to participate in the worldwide research com- 
petition. It was obvious that he had a clear vision of the role China should 
play in the future: to become a leading contributor to the research. 


It was August, the typical holiday time in Germany, so not many 
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mathematicians were around，and usually no lectures are scheduled at this 
time. Still I felt that I should ask Professor Liu whether he would like to 
present some results, but with the warning that the audience should be 
rather small. Yes, he said, he would be happy to give a lecture, or better: 
to give four short lectures, on four different topics, each one of 15 minutes. 
I was uncertain that this could work, but what could I do? The lecture giv- 
en by him was a real surprise and it was very well arranged: It was the pre- 
cision of his thinking, the perfect presentation and the well-chosen motiva- 
tion which impressed us very much. In any one of the four parts, he first 
outlined in detail the context, with all the necessary definitions, specified a 
problem and finally showed the solution (or a partial solution) which had 
been obtained by him and his students during the last years. In this way we 
obtained an impressive insight on the scientific interests and the research 
power of his working group. The broad range of topics was remarkable: T- 
ideals, nilpotency of radicals, algebras of finite representation type, and 
non-associative rings (Jordan algebras). At that time, Skowronski (from 
Torun, Poland) was also in Bielefeld, and the part which was of most inter- 
est to Skowronski and me was the third part, dealing with algebras of finite 
representation type ( Xiao had shown that the module category of such an al- 
gebra is always perfect). I still remember that after the lecture there was a 
long (and fruitful) discussion on possible generalizations and on related 
questions such as the pure-semisimplicity conjecture. In this way, Liu's lec- 
ture has to be considered as the starting point for a long cooperation. 

This was his plan: he wanted to send students to all the relevant uni- 
versities in the world in order to obtain there a Ph.D., and conversely to in- 
vite some of the experts for a stay at BNU in order to give series of lectures. 
As first measure, Deng was sent to Zurich where Gabriel was working, Luo 
to Carleton University (Dlab), Shiping Liu to Liverpool (Brenner and But- 
ler), and Chang-chang Xi to Bielefeld. At that time, M. Auslander who 
was also approached saw problems to accept a student, but later Luo moved 


to Brandeis University. After my visit to China in 1987, Ying-bo Zhang 
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came as second Ph.D. student to Bielefeld and then later Ya-nan Lin as a 
third one. Furthermore, Guo obtained a Humboldt fellowship for working 
with me. Later several other Humboldt fellowships were awarded to mem- 
bers of the Chinese representation theory group (to Pu Zhang, Lian-gang 
Peng and to Bang-ming Deng). This, of course, increased the mutual con- 
tacts between Germany and China considerably. 

Most of the students mentioned had been for some time at BNU, but 
actually they were selected from all over the country. In fact, it seemed to 
me that Professor Liu and Professor Cao (from ECNU, the East China Nor- 
mal University) felt their responsibility to care for all the young Chinese al- 
gebraists, at least those studying at "Normal Universities" (those devoted 
to the training of future teachers). The best of these students were invited 
to come to BNU or to ECNU, to get there their education, so that later 
they could go back to their home university with a proper training. And 
some of these were selected to obtain a Ph.D. from abroad, or they were 
asked to apply for other support such as a Humboldt fellowship. 

Shao-xue Liu had brought several photos with him in order to present a 
more vivid picture of BNU, and it was clear that he was proud of his uni- 
versity. Most of the pictures were very convincing, so for example I learned 
that Xun Lu had been a member of BNU (at that time, a nice volume with 
some of the most famous stories and texts of him had appeared as a volume 
of Die Andere Bibliothek). But there was one picture which irritated us. It 
showed the gate of BNU: it neither looked old (that would be a convincing 
argument in the West for presenting it), nor very fancy. Why does some- 
one care about a gate? Are there actually still walls around a university or 
other institutions (indeed, these are! )? And could it be that the doors are 
closed in the night, as it was customary in the middle age in European 
towns? It took me quite a while (and several trips to China) to get some un- 
derstanding of the importance of the walls around a danwei. A university in 
China is more than a place to study and to do research. Professors and stu- 


dents, as well as all the subsidiary staff do not only work together but really 
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live together, in a well-defined area, surrounded by a wall. In some sense, 
such a university also resembles a monastery, well-shielded from the out- 
side, with nice gardens and not too many distractions. These units (which 
may be a university, or a factory, or some administration...) have their own 
schools, their hospitals, their shops and restaurants, they are nearly self- 
sustaining, something like small towns in themselves. A city such as Beijing 


breaks up into thousands of independent units—and the gates symbolize the 


importance of the units. 

During Liu's stay at Bielefeld, we discussed various topics, ranging 
from mathematics to culture and politics. It was of interest to see his rating 
of different mathematical subjects, and his clear assessment of the relevance 
of notions and results. For example, I remember that he raised the question 
why I follow the tradition to speak of "torsion theories"? Is this a theory? 
Or is it not just a typical mathematical object, namely a pair of subcate- 
gories, and thus should be named "torsion pair"? And he was right. So, in 


later publications I changed the terminology. 


1987 

My first visit to China was in March and April 1987, being invited by 
BNU and ECNU. The German research council sponsored the flight and I 
remember that my application was commented by one of the officials by say- 
ing that recently there were many similar applications: Apparently, it is 
easier to invite lecturers than to buy books. 

My lectures were scheduled in the morning, usually for three or four 
hours. Three days lecture were followed by a free day. The graduate stu- 
dents who attended my lectures were Guo, Xiao, Ying-bo Zhang and Tang, 
thus two male and two female students, and there were around ten under- 
graduate students, also here the proportion of female students was high. 
This was quite strange for me, since in Germany mathematics is considered 
in public as a “male” discipline, and unfortunately female students are often 
scared away. In later years, it seemed to me that a similar tendency was ob- 
served in China — a very unfortunate development. All the students were 
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very active, some came in the afternoon or even late in the evening to ask 
questions and to discuss with me partial solutions of their home work. And 
they were very well prepared for my lecture, even showing me copies of 
original papers related to the content of my teaching. They had seen already 
quite a lot of the relevant definitions and had read theorems and proofs, 
however they had not worked through any example at all, so they had 
severe difficulties to see the relevance of the results. 

My lectures followed notes which I had made for a similar series of lec- 
tures at Antwerp, however the reaction of the audience was quite different: 
the atmosphere at BNU was very enthusiastic, but I had to spend much 
more time on some of the details when dealing with specific applications. So 
in later lectures, I changed the presentation and shifted all the attention to a 
better understanding of relevant examples. It was clear that it was impor- 
tant for Chinese students to get personal instructions, not just to obtain 
books to be read. 

One has to recall the hardship at that time: it was very cold, the stu- 
dents were wrapped in heavy coats in order to survive. When giving lec- 
tures, I was happy of being able to move around, and I would have been 
afraid to sit there for three or four hours (also, as lecturer, I had the privi- 
lege to obtain all the time hot tea, a very kind gesture). It was end of 
March, and the official winter period was over (the weather did not care 
about that), so there was no heating anywhere. An exception was made in 
the building for foreign experts ( where I stayed), and for Professor Tuan 
whom we visited at Beijing University. He was a student of R . Brauer and it 
was of interest to listen to his recollection. 

To work with Chinese students was usually a pleasure. But sometimes 
there were surprises. I remember that Chang-chang Xi, being new at Biele- 
feld, once contacted me claiming that he did not understand some proof of 
mine (in the Springer Lecture Notes Volume 1099). Without looking at the 
corresponding pages, I tried to explain him the principles of the methods 


used; still he insisted that he had problems with the proof. So finally we 
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went through the text, line by line. When I mentioned in by passing that 
apparently there was a misprint, a t was typed instead of an n, he immedi- 
ately responded; yes, if one uses there n instead of t, then the proof works 
well. Obviously, he never would have dared to believe that a written text 
could contain misprints! 

And most of the Chinese students had a forceful desire to solve prob- 
lems, if possible to solve a new problem every month. Such an attitude will 
not allow any polishing of proofs, no reflection on the best possible way for 
writting up the results. And I guess that Professor Liu himself, whose writ- 
ting always was very refined, could not be pleased in this way. 

During the first days of my stay, I had a cook for my own. He pre- 
pared every day a kind of Western dish just for me, but I wanted to have 
Chinese food. Thus, after some days, I took all my courage and copied 
some Chinese characters from my travel guide, telling him that I would not 
come back the next day. After that, I learned about the refectory for for- 
eign students, where I enjoyed various kinds of Chinese food. But I was as- 
tonished to see the strict separation between Chinese and non-Chinese stu- 
dents (whether from Europe, America or say Vietnam) at that time. The 
food was fine, but of course it couldn't be compared to the jao-zi which I 
tasted when visiting the home of Professor Liu: they were prepared by his 
wife and were really delicious. Once, also Ying-bo Zhang invited me and 
cooked herself: I was allowed to watch her and to follow all the steps. 
Clearly, Chinese cooking is an art in itself. And there are many specialities 
like sea cucumbers, rice field snakes, or also dogs ( "The yellow dogs taste 
best" —a sentence which brings every German table conversation to a sud- 
den end), and astonishing variations of classical European ingrediants (for 
example potatoes cut into tiny sticks). 

Shao-xue Liu also introduced me to Beijing operas. At that time, I did 
not even appreciate the European operas (in contrast to all kinds of other 
theater plays): They seemed to me too artificial, too far away from any re- 


ality (just imagine someone standing there and singing "I run away, I run 
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away?" Why doesn't he do what he asserts?), and the Chinese operas obvi- 
ously looked even worse. The first one I saw was the White Snake, and this 
was a great shock for me. It took me some while to realize the essence of 
such operas: the perfectness of the presentation and the virtuosity, but also 
the symbolic reference, the refinement of style, the precise interplay be- 
tween music and movement. Beijing operas were however popular only for 
elder people. Indeed, when I mentioned my interest to some of the stu- 
dents, they were surprised and told me: You are young, why do you care 
about such things? There was already concern about the survival of tradi- 
tional operas, Guo accompanied me to a corresponding meeting. Coming 
back to Germany, I tried to learn more about operas, both the European 
and the Chinese ones. Yes, I have to admit that my understanding of the 
European operas relies on seeing Beijing operas. 

After my visit to Beijing, I took a train in order to stay at ECNU for 
another week. On the way I wanted to stop over in order to climb the 
mount Tai Shan. Professor Liu accompanied me to Qufu (the home town of 
Kong Fu-Tse, and near the Tai Shan). However, it was not possible to 
preorder tickets, thus to continue for Shanghai, I had to stay at Qufu for 
three days. During these days, I gave some lectures at Qufu Normal Uni- 
versity, apparently as one of the first visitors after the cultural revolution. 

1991 and 1994 

A further visit of me to China was planned for 1989. I had managed to 
make a booking for the Transsiberian Railway from Novosibirsk to Beijing, 
which was not easy at all-usually you had to use the Transsib all the way, 
but there was the Malcev conference at Novosibirsk which I wanted to use 
as a start. Quite a while after June, Ying-bo Zhang asked me whether I 
would cancel the trip to China. I replied: No, I will go. She said: You 
don't hesitate to go to China this year? I told her: No. She told me: You 
will not go. But I wanted. However, some weeks later, I obtained a letter 
from Professor Liu, telling me that he had heard that I had hesitations and 


that in this case I should not feel obliged to come even having made the 
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which I did 


promise. I interpreted this as the message to cancel my plan 
with quite regret. At Novosibirsk, I met Professor Liu and found out that 
we both were unhappy about the cancelation of my visit, but is was too late 
to renew the arrangements. 

I was excited to hear that there was the plan to hold a Chinese-Japanese 
ring theory conference in 1991. I liked the idea very much, because both 
countries have a long tradition in ring theory and I felt that despite of possi- 
ble political concerns scientists should always cooperate. By that time I had 
strong contacts both to Japan and China, and so I was very pleased to be in- 
vited (as one of a small number of Westerners) to this conference, which 
was held at Guilin. The Chinese contributions showed in which way algebra 
had survived (and even flourished) during the cultural revolution, in com- 
plete isolation, without proper access to books or journals. Without much 
prerequisites, general properties of rings and modules had been studied. 
Most of the talks focused the attention to properties which hold for the vast 
majority say of rings, without any discussion of examples. Special proper- 
ties of those rings which arise in nature, those which are of interest in other 
parts of mathematics, were not considered as being of greater interest. As a 
counter balance, I decided to speak on finitedimensional hereditary alge- 
bras, their properties and the relationship of this class of algebras to other 
parts of mathematics. My aim was to stress the importance of detailed stud- 
ies of very concrete mathematical objects. 

It is customary that during a mathematical conference one half day or 
even one day is reserved for some excursion. The organizers of the Guilin 
conference had planned even two such occasions: the visit of a marvellous 
stalactite cave and a boat trip on the river Li. The landscape around the riv- 
er is very special, with mountains which look like sugar loafs. Some of these 
mountains are plain rocks, and looking at the stone one may envision hidden 
pictures. Liu challenged the participants to use their imagination and to ex- 
plain what they see. For example, one of these peeks is famous for its 


"twelve horses". It was interesting to observe the different reactions to this 
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game. One of the mathematicians from Japan proposed instead to evaluate 
the phallic shape of the peaks, but Liu condemned this as too obvious and 
blatant. 

Europeans are less enthusiastic about stones and the miracles they hide. 
Of course, the so-called precious stones are admired and are used for jew- 
ellery, and one finds stones like marble in entrance halls, as floor covering 
or table tops, but never you will take an individual stone as a decoration like 
a painting or a sculpture. I learned from Liu to follow the flow of lines and 
to interprete the colors in order to see the inherent pictures. Such a percep- 
tion yields a transfer from nature to art. 

The Nankai Institute in Tianjin devoted the academic year 1993/1994 
to Representation Theory and it was a pleasure for me to stay there for sev- 
eral weeks. For the same period, also Auslander and Reiten had been invit- 
ed, and later Puig arrived. The discussions with all the participants were 
very fruitful. I presented the idea of adding infinitedimensional indecompos- 
ables to the Auslander-Reiten quiver (which is made from the finitedimen- 
sional indecomposables) in order to sew together different components. 
What one obtains in this way may be called an Auslander-Reiten quilt. 

I was happy to have again a bicycle at my disposal and I used much of 
the free time to cycle around. Once Auslander was asking me where I had 


been. I told him of all the temples I had visited, the old traditional houses I 


had seen and so on. He was amazed to hear about temples and pagodas 
he had asked Guo about the city and was told there would not be any attrac- 
tion. So when he spoke to Guo again, Guo replied: There is nothing spe- 
cial, it is just like any other Chinese city. What seems to be the usual thing 
for the local people may be of great interest, even surprising, for foreigners: 
I remember, when I went with Professor Liu to one of the cellars in 
Antwerp which serve a big variety of beer, with wooden tables and candle 
light ( Antwerp is very proud of these places), he told me that it is very dif- 
ficult for him to understand why it should be nice to have candle light, 


when one could have a proper electric illumination! 
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During the visit to Guilin, the Humboldt applications for Pu Zhang and 
Lian-gang Peng were planned, both were successful and strengthened the 
ties between China and Germany. We also arranged a visit of Jie Xiao to 
come to the Bielefeld Sonderforschungsbereich (SFB). In addition, Chang- 
chang Xi (after finishing his Ph.D.) continued to stay at Bielefeld for some 
time (also as a member of the SFB). 1995 saw the start of the official coop- 
eration between BNU and the Faculty of Mathematics at Bielefeld Universi- 
ty. And there was an Oberwolfach meeting at the end of July 1995 where 
Chang-chang Xi, Jie Xiao and Pu Zhang were able to participate. 

The Volkswagen Cooperation 

During Xi's time at Bielefeld he had cooperated with Steffen Konig. In 
order to continue the joint investigations, Konig contacted the Volkswagen 
Foundation trying to find out whether they would provide travel support as 
well as means for computer equipment and literature. The Volkswagen 
Foundation had supported scientific contacts between Germany and China 
before, however this program was suspended after 1989. But it was clear 
that they had the intention to start again, with projects on a broader scale. 
They asked us to outline such a proposal, including several research groups 
in China as well as in Germany, aiming not only at the exchange of scien- 
tists and the improvement of the working conditions in China, but allowing 
also Chinese Ph.D. students to come for a year to Germany. We got very 
helpful comments on our first draft, with an indication to include further 
items, for example means for German language courses (and the provision 
| that the final application should not comprise more than the double amount 
of the first draft). The project was coordinated on the Chinese side by Pro- 
fessor Liu, on the German side by myself, it included universities in Bei- 
jing, Changsha, Chengdu, Hefei, Xiamen as well as the Academia Sinica, 
and the German universities at Bielefeld, Chemnitz, Dusseldorf and Pader- 
born. 

Let me mention the eight topics which were outlined in the applica- 
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"Structure of the module category of a finitedimensional algebra, com- 
binatorial invariants, generic modules. 

*Homological investigations, tilting theory, functor categories, derived 
categories. 

- Vectorspace categories, matrix problems, reduction algorithms. 

“CREP (computer algebra programs for dealing with combinatorial 
problems in representation theory). 

* Hall algebras and quantum groups, canonical bases. 

‘Cellular algebras, quasi-hereditary algebras. 

‘Cohomology of Schur algebras and of symmetric groups, Hecke alge- 
bras. 

* Kazhdan-Lusztig theory. 

This list shows the wide variety of joint research themes; not all the 
open problems mentioned in the application had been solved by the end of 
the program, but the final report documented essential advances for nearly 
all of the topic, and in some cases the results obtained exceeded by far the 
envisioned aims. 

For the preparation of the Volkswagen project I traveled to China in 
1997 and visited Beijing, Hefei, Xi'an, Chengdu, Xiamen. After this visit, 
I felt it would be necessary to learn both to speak and to write Chinese. 
However I did not succeed at all. 

The project allowed five Ph.D. students and one postdoc to come to 
Germany and actually all of them stayed most of the time at Bielefeld. The 
first two, Yang Han and Bin Zhu actually obtained their Ph.D. there (this 
was not the intention of the project, but it turned out that the essential part 
of the research work leading to their Ph.D. theies was achieved during their 
time at Bielefeld, so we arranged that their stay could be slightly 
extended). 

The exchange program comprised of mutual visits (up to two months) 
candidates from China were Jie Xiao, Chang-chang Xi, Jin-yun Guo, Lian- 


gang Peng, Pu Zhang, Ying-bo Zhang, Bang-ming Deng and Ya-nan Lin. 


Those from Germany were Draxler, Kerner, Konig, Lenzing, Happel and 
Unger. In addition, the Volkswagen Foundation provided means to buy 
some computer equipment for Sichuan and Xiamen University and books for 
BNU and Hefei. 

The project also included the support of a scientific conference to be 
held at Beijing; the planning of this conference was done quite early and it 
turned out that it was possible to organize the conference (ICRA 9) in 2000 
in the frame of the ICRA-conferences, thus as a truly international confer- 
ence. This will be discussed later. 

A kind of intermediate ICRA-conference (ICRA 8.5) was held at 
Bielefeld in 1998. Through the Volkswagen fund, but also many other sup- 
porting measures from China as well as from Germany, fourteen Chinese 
mathematicians were able to participate (Chang-chang Xi, Jie Xiao, Yang 
Han, Bin Zhu, Bang-ming Deng, Lian-gang Peng, Shao-xue Liu, Ya-nan 
Lin, Xian-neng Du, Jin-yun Guo, Hai-lou Yao, Pu Zhang, Shun-hua 
Zhang and Ying-bo Zhang). All of them reported on recent investigations 
and Jie Xiao was asked to give a plenary lecture. We were very happy that 
Professor Liu himself was able to come. This was his second visit to Biele- 
feld. For that travel, as well as a third one in 2000, his wife could accom- 
pany him. 

As a by-program to the conference, an excursion to the old city of 
Lubeck was arranged, with a concert devoted to Mahler's second symphony 
(it is rather rare that this symphony is played since it requires a lot of re- 
sources). After the concert, Liu started a discussion on the meaning of the 
tunes, on the images delivered by the various sounds and phrases. It was 
important for him that art should have a meaning, that it is necessary to un- 
derstand the internal structure as well as the hidden pictures. 

When Professor Liu retired there was a great danger that his integra- 
tion power would be lost. The representation theory seminar of BNU split 
off in several distinct seminars, with only sporadic joint sessions. Of course, 


such developments are difficult to control (and a similar development oc- 
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curred in Bielefeld soon after). On the other hand, by that time his efforts 
to built a large representation theory group in all of China were bearing 
fruits and the topic was no longer restrained to Beijing. Now, obviously 
there is a very fertile cooperation between the different groups across the 
country. A first survey on the development of representation theory of fi- 
nite-dimensional algebras in China was written by him and Pu Zhang already 
in 1996 and has appeared in a volume on Rings, Groups and Algebras in 
China published by Marcel Dekker, which is also included in this volume. 
ICRA 9 

ICRA stands for International Conference on Representations of Alge- 
bras, these conferences had been held before in Canada and in Mexico, in 
Japan and in Norway, the first one was organized by V.Dlab in 1974 at 
Carleton University in Ottawa, Canada. ICRA 9 was tentatively scheduled 
to take place in Torun (Poland), however during the Norway conference in 
1996 it became clear that there also would be the possibility to hold the con- 
ference in China. At that time, it was not yet specified whether this should 
mean Beijing, or Hefei and Chengdu: usually, ICRAs have been accompa- 
nied by a corresponding workshop, and sometimes conference and workshop 
were held at different places. The scientific committee unanimously adopted 
the proposal to hold the 2000 conference in China (leaving open the precise 
location) and Professor Liu was asked to join the committee. 

I visited Beijing in 1999, in the frame of the Volkswagen project. Dur- 
ing this visit, we discussed the organization of the ICRA conference as being 
part of the cooperation project. I always felt that one should try to hold the 
opening of such a conference in the old Confucian academy: it still exists, 
being surrounded by the buildings of the national library, near to the Confu- 
cian temple in the north-east of Beijing. The Chinese colleagues tried to get 
the permission but apparently failed. I also joined the local organizers when 
they approached the Chinese Research Council for obtaining financial sup- 
port. (At that time, we were informed that a Chinese-German science cen- 


ter was going to be established, supported by the Chinese Academy of Sci- 
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ence and the German Research Council. The main purpose of this science 
center is to host binational conferences, and one may hope that it is possible 
to organize such a conference on Representation Theory of Algebras in a not 
too far future. ) 

During the workshop of ICRA 9, the Chinese representation theory 
group gave two series of lectures presenting their own contribution to the 
subject. The lectures by Lian-gang Peng and Pu Zhang outlined the 
progress on Hall algebras, the title was Twisted Hopf algebras, Ringel-Hall 
algebras and IM-Lie algebras, whereas Bang-ming Deng and Chang-chang 
Xi spoke on Quasi-hereditary algebras and A-good modules. On the other 
hand, on the request of Liu I gave a survey with the title Combinatorial 
Representation Theory — History and Future, including a list of open prob- 
lems and directions for future research. 

The focus of conference and workshop was on questions in the repre- 
sentation theory itself, to a lesser part on possible applications. I felt a little 
unhappy that the interaction with group theory and with topology, but also 
with some parts of Lie theory remained undiscussed, since some of the in- 
vited main speakers who were supposed to outline such relations were not 
able to come. In addition, a conference with a similar target was held in 
Rumania just some weeks before and may have distracted several of the pos- 
sible participants. Despite all these obstacles the conference was clearly a 
great success. It provided a vivid picture of the subject and stimulated fur- 
ther progress. The two volume proceedings of workshop and conference 
(edited by Ying-bo Zhang and Dieter Happel, and published by BNU press) 
record the main developments. 

At the time of the conference, another convention took place at BNU: 
a meeting in didactic of mathematics, concerned with the teaching of math- 
ematics in China. It was discussed whether (or not) China should follow 
more closely the teaching concepts developed in the West. This seems to be 
a quite curious proposal, since all the comparative studies show the superior- 


ity of the traditional teaching used in the East. But it requires that students 
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work hard, without being allowed to blame the environment of the teacher 
for any failure. Of course, learning by heart alone is not sufficient for a 
proper understanding, but it is a necessary requirement for building up 
longer range considerations. And as intensive training in sports, the final 
success should provide the student with satisfaction. 

When I visited Dunhuang, a city in the middle of the desert, I was 
amazed to see in a bookstore a large number of booklets with mathematical 
exercises. They looked like school books, but I learned that they are bought 
to be used by the children after school, and to allow the parents to control 
what the children have learned. A lot of these booklets were edited by an 
institute at BNU devoted to the problems of teaching mathematics. I should 
note that Bielefeld is famous for having a correspondingly named institute 
(the IDM), but its impetus is of a completely different nature: one of its 
endeavor was a proposal to reduce teaching of mathematics for those stu- 
dents who do not aim towards mathematically oriented professions: why 
should they be confronted with quadratic equations, with sine and cosine, 
or with mathematical proofs? It is a pity that mathematics often is consid- 
ered as a burden and not as a source for inspiration and understanding. 

For quite a while Professor Liu has now been engaged in mathematical 
education both at university, as well as high-school level. I remember that 
already in 1996 he complained to me that students who have studied under- 
graduate algebra will know the van der Waerden approach, but will not be 
aware that groups were actually designed in order to describe symmetries. 
He took a lot of effort in order to remedy this situation! 

2002 

In 2002, the International Congress of Mathematics took place at Bei- 
jing. Every four years, such a congress is organized somewhere in the 
world, and it is considered as the main gathering of mathematicians. During 
the congress I visited BNU twice. There was a tour around the campus for 
some of the participants of the IDM, and during the final dinner we praised 


the official cooperation between BNU and Bielefeld University which has 
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been extended to include analysis and stochastic as well. And I was invited 
to give a lecture on recent developments and possible future directions in 
representation theory. I choose to report on ICRA 10 which had been held 
some weeks before at the Fields Institute in Toronto ( Canada), since unfor- 
tunately not many Chinese mathematicians had been able to participate in 
this conference. 

The present state; The Chinese group in representation theory is now 
working on a big variety of topics. Let me give just a few indications: Ying- 
bo Zhang devotes her time to the very delicate representation theory of 
BOCSes. Chang-chang Xi deals with quasi-hereditary algebras, the repre- 
sentation dimension, the finitistic dimension conjecture, with Hecke and 
Brauer algebras. There is a large group working on the Hall algebra ap- 
proach to quantum groups, namely Xiao from Tsinghua University together 
with Peng, Deng, Lin and many others. Their contributions are highly ap- 
preciated, they are published in leading journals and often quoted and used 
(and there is some parallel work by Pu Zhang and by Guo). Despite the di- 
versity of the approaches and thoughts, all the groups unite at least once a 
year for several days, a very important measure for the exchange of ideas. 

The Volkswagen project found its continuation by an EU-project under 
the scheme "Asia-link". The main coordinator is Steffen Konig (now at Le- 
icester), the Chinese coordination is in the hands of Bang-ming Deng. It in- 
cludes four research groups in China (Chinese Academy of Sciences, Beijing 
Normal University, University of Science and Technology of China, Hefei 
and Tsinghua University, Beijing) and five in Europe (Leicester, Leeds, 
Chemnitz, Bielefeld, UIA Antwerp). It started in October 2002 and will 
run for three years. As part of this Asia-link project, there will be two con- 
ferences held at Beijing in 2005, the first one, in May, will have a broad 
coverage of topics, the second one is devoted to a more special topic, namely 
to the theory of triangulated categories. 

Moreover, there are plans to establish a joint Chinese-German graduate 


school. An application (by Henning Krause and Bang-ming Deng) is sched- 
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uled to be handed in by the end of 2004. 

Looking at the ongoing and indeed increasing cooperation, one should 
note the change which has occurred: Whereas in the early years the flow of 
ideas was mainly in one direction, there is now a real partnership, and actu- 
ally China takes a leading role in several research topics. In this way, the 
vision of Professor Liu expressed in 1985 has been very much fulfilled. 

Being introduced by him to the Chinese vision of science and art, this 
was very valuable for me: I learned from him a deeper understanding of cul- 
ture. He introduced me to Chinese culture, but at the same time I obtained 
also completely new views on the European one. His attitude towards arts 
and culture is the same as the one he exercises towards mathematics; First 
of all, there is his obvious ambition for perfect presentation. But of course, 
the main concern has to be the content: the concentration on basic and im- 
portant problems and the vision of a unified global theory. The struggle be- 
tween general assertions and concrete examples cannot be resolved in a one- 
sided way, both directions are of importance. And finally, his drive for un- 
derstanding the internal structure, for elaborating hidden images corre- 
sponds to the old tradition to visualize algebraic results using combinatorial 
devices. The representation theory of finitedimensional algebras has a very 
strong combinatorial flavor, so it does not seem to be surprising that he was 


attracted by it very early. 
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RF 1929 年 11 月 6 日 出 生 在 辽宁 辽 阴 .“ 九 
一 人 ”事变 后 随 父 母 到 北京 ， 就 一 直 生 活 在 北 
m. 父亲 刘 荫 厚 是 赋闲 军人 人， 母亲 吴 洁 是 家 庭 妇 
女 . 我 于 1959 年 结婚 ， 妻 曹 文 龄 ， 中 学 物理 教 
师 ， 我 们 有 两 个 可 爱 的 女儿 : 刘 艺 冰 是 北京 师范 
大 学 毕业 ， 学 数学 ; 刘 路 是 北京 大 学 毕业 ， 学 生 
物化 学 ， 后 在 比利时 取得 博士 学 位 . 

我 从 小 在 许多 方面 都 表现 平常 ， 只 是 念书 、 
学 数学 还 行 . 我 从 五 中 初中 毕业 (1942) 后 ， 考 
和信 北平 高 级 工业 职业 学 校 ， 那 里 只 有 理工 课程 而 
无 文科 课程 . 我 选择 北平 高 级 工业 职业 学 校 的 原 
因 是 : 在 那里 能 学 得 一 技 之 长 ， 就 可 以 工作 养家 
T. 许多 数学 老师 给 我 留 下 很 深 的 印象 ， 特 别 是 
五 中 的 大 蒙 老 师 和 高 工 的 李 欧 老师 ， 大 蔡 老 师 把 
平面 几何 讲 活 了 ， 他 对 数学 玩味 的 那 种 学 者 风度 
潜移默化 着 学 生 . 李 欧 老师 朴素 、 潇 酒 、 风 上 度 般 
遍 ， 听 他 的 大 代数 课 是 一 种 美的 享受 ， 我 之 所 以 
当时 立 下 志愿 做 一 名 中 学 数学 教师 ， 除 了 怕 复 杂 
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的 处 世上 哲学 和 育 欢 纯真 的 学 校生 活 外 ， 是 数学 老师 们 ， 特 别 是 蔡 、 李 老 
师 吸 引 我 走 上 这 条 路 ， 新 中 国 成 立 后 李 欧 老师 成 为 清华 大 学 数学 系 的 著 
名 教授 在 20 世纪 80 年 代 末 我 登门 拜访 他 ， 两 位 白 发 师 生 终于 在 将 近 
50 年 后 再 次 见面 . 

想 上 大 学 的 强烈 愿望 ， 使 我 在 高 工 土木 系 两 年 (1944 一 1946) 之 后 
转 到 辅 仁 附中 高 三 ， 在 那里 念 了 两 个 月 GRECE IK qms 
Æ) 后 ， 于 1946 年 11 月 考 入 北平 师范 学 院 ( 今 北 京师 范 大 学 ) 数学 
系 . 我 家 境 贫寒 ， 北 平 师 院 给 学 生生 活 费 ， 我 表 兄 于 着 原 ， 当 时 是 一 位 
很 有 数学 天 分 的 数学 系 学 生 ， 他 对 我 说 ;“ 上 数学 系 全 靠 自己 学 .” 

我 的 大 学 生活 是 安静 、 单 调 、 平 平庸 庸 的 ， 那 时 数学 系 课程 很 少 ， 
如 线性 代数 、 微 分 几何 、 概 率 统计 、 偏 微分 方程 、 泛 函 分 析 等 ， 我 在 大 
学 期 间 都 没有 学 过 ， 然 而 听 过 很 多 名 家 的 课 ， 如 传 种 孙 、 张 禾 瑞 、 段 学 
AE. EH. RR, UR, HEE, BS. WERK, UA, 
家 的 课 比 学 习 数 学 教学 方法 课 获 益 更 多 ， 特 别 是 依 种 孙 先 生 的 那 种 深 控 
教材 ， 讲 体会 、 讲 联系 的 教学 风格 深 深 地 影响 着 我 ， 我 一 生 都 在 努力 模 
仿 他 . 

目 学 是 大 学 生活 中 的 重要 部 分 ， 至 今 仍 能 记得 当年 自学 高 木 贞 治 的 
《解析 概论 )， 弄 懂 了 隐 函 数 存在 定理 的 证 明 时 ， 自 己 的 那 种 得 意 忘 形 的 
神情 .更 难忘 的 是 ， 在 1948 年 的 炎热 暑假 中 ， 苦 读 硬 译 了 吉田 洋 一 的 
《 实 变数 函数 论 )， 我 把 译 稿 拿 给 闵 普 鹤 老 师 〈 他 当时 教 我 们 实 变 函 数 
论 ) 看 ， 他 细 声 细 语 ， 想 说 又 好 像 不 好 意思 地 说 出 的 那 两 句 表 扬 我 的 
i. 老师 对 学 生 说 在 心窝 上 的 表扬 是 非常 有 分 量 的 ， 我 又 记得 ， 在 英 斯 
科大 学 学 习 时 ， 有 一 次 向 导师 A.G.Kurosh 汇报 自己 的 论文 工作 时 ， 他 
对 我 说 ，“ 您 要 像 这 样 乱用 超 限 归纳 法 的 话 ， 您 大 概 会 给 我 带 来 很 多 
漂亮 而 “杰出 ”的 定理 来 .” 现 在 想起 当时 的 尴 众 场面 ， 仍 有 无 地 自 
容 之 感 ， 然而 这 却 是 使 我 受益 终身 的 “器 声 ”. 

我 第 一 次 听 到 群 的 定义 是 师兄 王 世 强 在 1948 年 全 系 跨 年 级 的 学 生 
讨论 班 上 作 的 报告 中 .他 一 上 人 台 就 在 黑板 上 写 下 群 的 四 条 公理 ， 然 后 就 
是 一 些 天 书 般 的 词句 ， 虽 然 我 当时 没 弄 懂 什 么 是 群 ， 然 而 自学 加 上 讨论 
班 ， 使 我 对 数学 学 习 很 自信 了 .我 再 也 不 怕 数 学 了 ， 我 开始 “ 怕 ” 数 学 
Æ 1982 年 我 已 做 了 两 年 数学 教授 之 后 的 事 了 


— 2 一 -一 一 


我 于 1950 年 在 北 师 大 毕业 后 便 留 校 工作 一 直到 现在 、 新 中 国 的 成 
立 和 健 种 孙 先 生 的 厚爱 ， 使 我 有 机 会 于 1953 年 9 月 去 莫斯科 大 学 学 习 . 

我 的 留 苏 生活 (1953 一 1956) 仍然 是 安静 、 单 调 、 平 平庸 庸 的 学 习 
生活 . 这 实际 上 也 是 我 这 一 生 的 生活 模式 ， 这 该 是 我 “ 少 无 凌云 志 ， 但 
求 末 散心 ”的 生活 态度 的 自然 结果 . 

在 国内 留 苏 预备 部 中 ， 我 申请 的 学 习 方向 是 实 变 函 数论 .至 今 我 也 
不 清楚 如 何 改 成 为 近世 代数 的 ， 我 乐于 接 爱 这 一 改动 ， 甚 至 今天 想起 来 
还 有 点 后 怕 : 者 是 我 真 的 在 苏联 学 起 函数 论 来 ， 不 可 想像 现在 的 我 该 是 
一 个 什么 样子 . 出 国之 前 我 曾 在 傅 种 孙 先 生 那 里 第 一 次 学 习 近 世 代数 
课 ， 用 的 是 G.Birkhoff 和 S. Mac Lane 的 《A Survey of Modern Alge- 
bray ， 后 来 又 听 过 张 禾 瑞 在 北 师 大 讲 体 论 . 1950 年 起 和 袁 兆 里 一 起 去 北 
大 听 张 禾 瑞 先生 的 代数 的 结构 课 以 及 参加 他 主持 的 代数 讨论 班 ， 在 那里 
认识 了 谢 邦 杰 和 张 芷 分 . 1951 F, WEA, E SCR REA UR A, £8 4R 
讨论 班 读 下 . Artin 的 小 书 《Rings with Minimum Conditions). REE £ 
代数 的 ， 当 时 只 是 觉得 函数 更 接近 人 间 烟 火 ， 而 群 、 环 、 域 太 远离 尘 
世 ， 为 了 更 好 地 报效 祖国 ， 所 以 才 选 报 了 函数 论 方向 ， 所 幸 没 能 实现 . 

在 导师 A.G.Kurosh 指导 下 的 三 年 (1953—1956) 研究 生生 活 中 ， 
ASR ARPA. 第 一 次 见 导师 时 ， 就 指定 他 1953 年 刚 出 版 的 书 
(Hi) 叫 我 读 ， 这 是 一 本 厚 厚 的 、 总 结 从 有 限 群 论 向 无 限 群 论 发 展 的 
著名 的 书 ， 在 之 后 的 两 个 月 里 ， 我 从 头 至 尾 地 把 它 读 下 来 了 ， 对 于 数学 
中 的 “推广 ”以 及 代数 中 对 “结构 ”的 研究 有 了 感受 ， 其 次 是 ， 当 确定 
我 将 在 环 论 方面 做 论文 时 ， 我 几乎 细 读 或 粗 读 了 20 世纪 40 年 代 以 来 的 
关于 环 的 结构 方面 的 所 有 论文 ， 这 些 正 是 N.Jacobson 在 其 1956 年 出 版 
BJ (Structure of Rings) 一 书 总 结 的 成 果 . 去 莫斯科 前 我 最 怕 的 就 是 做 
论文 .然而 读 了 这 一 批文 章 之 后 ， 我 的 感觉 已 是 ， 熟 读 唐 诗 三 百 首 ， 不 
会 作 诗 也 会 吟 了 ， 这 种 感觉 当然 是 “好 极 了 ”. 第 三 件 事 是 梦 中 得 解 . 
我 曾 猜 想 ， 局 部 有 限 代 数 借助 局 部 有 限 代 数 的 扩张 仍 是 局 部 有 限 的 ， 这 
命题 对 Jordan 代数 也 该 是 成 立 的 ， 因 为 对 交错 代数 情形 我 已 证 明 ， 对 
Lie 代数 情形 虽然 这 命题 确 不 成 立 ， 但 我 也 已 给 出 它 成 立 的 充 要 条 件 . 
但 长 时 间 苦 思 买 想 这 样 一 个 小 的 具体 问题 ， 却 始终 不 得 其 解 ， 然而 一 天 
夜里 梦 得 一 想法 ， 喜 醒 时 记 下 ， 第 二 天 上 午 终 得 一 证 明 . 这 是 我 一 生 中 
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仅 有 的 一 次 . 

Kurosh 有 他 自己 的 科研 想法 ， 然 而 我 从 他 那里 学 到 的 科研 之 道 是 ， 
手中 掌握 一 些 研究 对 象 (如 结合 环 、Jordan 环 、Lie 环 、 群 等 )， 还 掌握 
一 批 结 构 定理 ， 在 学 习 一 些 新 的 结构 定理 时 ， 对 它们 作 各 种 推广 或 平移 
到 其 他 一 些 研 究 对 象 上 .我 一 生 就 是 在 这 个 框架 下 写 数学 论文 的 ， 一方 
面 不 悉 没 有 问题 考虑 ， 另 一 方面 自己 也 深 知 这 样 做 是 得 不 到 有 深度 结 
果 的 . 

1956 年 获 苏联 副 博 士 学 位 后 ， 回 国 在 北 师 大 数学 系 继续 工作 .我 
的 数学 生活 和 我 的 同龄 数学 工作 者 该 是 类 似 的 ， 具 体 说 我 的 时 间 表 如 
F: 1956 FORM (Hit) 后 回国 ，1958 年 就 放下 代数 去 搞 实际 问 
题 ， 和 和 学生 们 一 起 扬 计 算 器 ， 计 算 刘 家 峡 水 坝 的 应 力 ，1959 年 回 到 代 
数 ， 协 助 张 禾 瑞 先生 办 了 一 个 代数 研究 班 ， 半 年 后 ， 班 散 课 停 ， 再 搞 实 
际 问题 ， 和 学 生 们 一 起 再 播 计 算 器 ， 计 算 北京 电视 塔 的 振动 频率 1960 
年 改 搞 计算 数学 . 1962 年 北京 龙王 庙会 议 后 又 回 到 代数 . 1964 FRH 
第 一 个 代数 研究 生 漆 芝 南 ， 并 一 起 下 乡 搞 四 清 ，1965 年 和 研究 生 一 起 
回 校 念 Lie 代数 . 1966 年 至 1976 年 是 文化 大 革命 ，1979 年 开始 招 代数 
硕士 研究 生 . 1979 年 成 为 教授 . 1981 年 成 为 博士 生 导 师 ，1982 FEHR 
环 论 方向 博士 生 、1999 年 我 的 最 后 一 个 博士 生 朱 彬 毕业 .我 也 就 结束 
了 我 的 数学 教学 生活 . 

1982 年 开始 指导 第 一 位 博士 生 罗 运 给 ， 使 我 在 教书 生涯 中 第 一 次 
感到 不 能 胜任 愉快 了 . 这 得 从 我 的 科研 领域 谈 起 ,我 搞 代 数 三 起 三 落 ， 
再 加 上 我 的 闲散 和 满足 ， 使 得 在 1978 年 起 又 重新 搞 代 数 时 基本 上 还 是 
从 1956 年 我 当时 的 那个 水 平 出 发 ， 环 的 经 典 结构 理论 的 基本 框架 就 是 
Wedderburn 绪 构 理论 及 其 各 式 各 样 的 推广 . 我 的 副 博士 论文 就 是 对 结 
合 代 数 、Lie 代数 、Jordan 代数 以 及 交错 代数 的 Wedderburn-Malcev 型 
定理 的 推广 ， 因 而 我 对 它 是 熟悉 的 .然而 我 对 1958 年 出 现 的 Goldie XE 
Æ. Morita 对 偶 、 等 价 理论 以 及 后 来 的 环 ( 模 ) 论 中 的 同调 方法 就 不 熟 
ASS. KEER 1983 年 在 科学 出 版 社 出 版 的 《 环 与 代数 》 一 书 中 可 以 
清楚 地 看 到 . 借助 在 环 的 结构 理论 中 搞 过 一 些 科研 的 经 历 ， 如 果 说 在 教 
本 科 课 和 指导 硕士 生 时 ， 还 有 点 胜任 愉快 感 ， 在 指导 博士 生 时 我 就 力 不 
从 心 了 . 我 深 知 科研 领域 对 博士 生 的 重要 性 ， 我 深 知 我 熟悉 的 科研 领域 
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既 纯 又 宗 ， 像 在 沙漠 中 流 消 的 小 河 ， 对 有 漫长 前 程 的 年 轻 人 不 是 一 个 好 
的 科研 方向 ， 为 学 生 选 择 和 我 不 太 远 又 是 好 的 领域 ， 这 使 我 真 的 怕 数 学 
T: 数学 是 简单 而 确切 的 ， 弄 懂 它 不 太 困 难 ， 但 数学 的 单纯 和 精确 使 它 
比 其 他 任何 学 科 都 走 得 更 深 更 远 ， 因 而 理解 它 ， 特 别 是 能 在 数学 世界 中 
具有 洞察 力 和 想像 力 ， 对 我 是 高 不 可 攀 的 事 ， 选 择 领 域 谈何容易 ， 在 学 
习 一 些 PI - 代数 和 Torsion Theory， 仍 觉 不 合适 而 放弃 后 ， 我 接触 了 一 
点 代数 表示 论 ， 又 想起 段 学 复 先 生 的 话 (RKE): “只 搞 结构 不 搞 表 示 ， 
不 够 全 面 .” 在 没有 太 多 可 选择 的 情况 下 ， 便 贸然 选 定 代数 表示 论 ， 当 
时 我 对 此 领域 的 前 途 是 没有 把 握 的 ， 但 搞 懂 它 是 有 信心 的 ， 学 习 曹 锡 华 
先生 在 华东 师 大 取得 的 成 功 经 验 ， 我 和 四 位 刚 和 人 学 的 博士 生 一 起 于 
1985 年 组 织 代 数 表示 讨论 班 ， 苗 读 这 方面 的 基本 文献 ， 同 时 又 请 来 外 
国名 家 ， 如 M.Auslander ( 美 )、C.M.Ringel ( 德 )、I.Reiten (挪威 )、 
V.Dlab (W) 等 在 我 们 的 讨论 班 作 系列 报告 . 近 15 年 的 坚持 和 努力 ， 
中 国 代数 表示 论 小 组 终于 得 到 国内 代数 界 和 国际 代数 表示 论 界 的 肯定 ， 
站 住 了 脚 根 ， 还 在 1991 年 得 到 北京 市 高 校 优 秀 教学 成 果 奖 一 等 奖 .， M 
然 我 心里 很 明日 ， 没 有 学 生 们 的 顽强 努力 ， 没 有 国际 表示 论 俱 乐 部 ， 特 
别 是 Ringel 教授 的 帮助 和 友情 ， 我 们 的 工作 是 做 不 好 的 .在 代数 表示 论 
之 后 ， 我 还 曾 提倡 过 微分 算 子 环 和 Grobner 基 理 论 ， 应 该 说 这 也 是 从 环 
论 能 够 转 过 去 的 好 领域 ， 然 而 由 于 可 理解 的 一 些 原因 ， 这 些 方向 没有 在 
北 师 大 站 住 脚跟 . 

科研 是 我 教学 生活 的 一 个 有 机 组 成 部 分 ， 如 果 有 人 问 : 你 搞 的 那些 
没有 一 点 应 用 价值 ， 也 没有 什么 科学 意义 的 科研 ， 有 什么 用 啊 ! 我 会 理 
直 气 壮 地 回答 ， 对 我 的 教学 非常 有 好 处 ， 我 的 教学 是 非常 离 不 开 我 的 科 
WH. 我 这 里 指 的 不 仅 是 研究 生 的 教学 ， 更 是 指 我 给 大 学 生 的 教学 . 我 
几乎 教 过 本 科 中 的 从 解析 几何 、 近 世代 数 到 偏 微分 方程 的 所 有 课程 ， 我 
在 教学 上 对 我 自己 的 要 求 是 模仿 傅 种 孙 那 样 的 讲 体会 、 讲 思路 、 讲 来 龙 
Bik. 数学 中 的 那些 美妙 的 和 谐 、 神 奇 的 联系 ， 常 使 人 感到 这 不 是 人 做 
出 来 的 数学 ， 而 是 一 种 “神学 ”， 应 该 承认 ， 在 课堂 上 有 许多 时 候 我 是 
把 数学 作为 “神学 ” 硬 着 头皮 搬 给 同学 们 的 ， 对 此 我 心中 是 有 娄 意 的 . 
多 亏 我 的 科研 经 历 ， 它 在 很 多 情形 下 帮助 我 理解 或 设计 出 书 上 的 定理 是 
如 何在 人 们 的 手中 试验 、 摸 索 和 制作 出 来 的 ， 当 学 生 们 听 着 这 样 的 讲述 
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而 面 露 会 心 微笑 时 ， 我 最 认识 到 自己 科研 的 价值 和 意义 . 

我 对 自己 的 科研 是 有 自 知 之 明 的 ， 当 一 个 人 对 数学 世界 的 认识 就 像 
是 只 措 到 大 象 耳 朱 的 一 小 部 分 的 话 ， 那 么 他 很 难 理解 大 象 ， 更 不 用 说 帮 
BRAS. 但 20 世纪 50 年 代 初 ， 北 师 大 的 科研 气氛 几乎 是 零度 ， 因 而 
1950 年 前 后 大 学 毕业 而 在 北 师 大 工作 的 人 都 认识 到 ， 要 把 在 北 师 大 创 
造 一 个 好 的 科研 气氛 作为 自己 责无旁贷 的 责任 . 为 了 证 明 自 己 的 “ 存 
在 "， 也 为 了 创建 科研 气氛 这 些 “ 世 俗 ”目的 ， 在 我 时 断 时 续 的 科研 生 
活 中 曾 硬 着 头皮 强行 做 出 和 发 表 一 些 我 自己 也 不 太 喜 欢 的 文章 . RMA 
外 一 些 文章 ， 它 们 虽 是 生长 在 数学 世界 边远 地 区 荒芜 园 地 上 的 一 些小 
草 ， 由 于 是 我 亲手 栽培 的 ， 我 对 它们 是 喜爱 的 和 有 感情 的 ， 人 是 要 保持 
一 点 孤芳自赏 的 情趣 的 ， 否 则 生活 会 变 得 太 缺 少 花色 了 ， 这 种 情趣 鼓励 
我 写 出 下 面 这 些 结果 来 . 

在 副 博士 论文 [3] ( 指 论文 目录 中 的 3， 下 同 ) 中 ， 如 前 面 已 经 说 
过 ， 我 证 明了 局 部 有 限 代 数 借助 于 局 部 有 限 代 数 扩张 而 得 的 Jordan fV 
数 仍 是 局 部 有 限 的 . 在 此 基础 上 ，K.A.Zhevlakov 和 我 独立 地 证 明了 
Jordan 代数 (38). 的 Levitzki 根 的 存在 性 ， 这 构成 了 由 K.A.Zhevlakov、 
A.M. Slin'ko, I.P.Shestakov 和 A.1.Shirshov 这 些 Kurosh 的 学 生 们 写 
的 书 ; Rings that are nearly associative (RX Ë, 1978, XÆ, 1982) 
中 第 四 章 的 主要 结果 . 在 [3] 中 我 还 证 明了 ， 局 部 有 限 代 数 借 助 局 部 
有 限 代数 扩张 而 得 的 Lie 代数 ， 如 果 它 还 是 代数 的 Lie 代数 ， 则 它 必 也 
是 局 部 有 限 的 . 由 此 结果 立刻 可 知 ， 可 解 Lie 代数 是 局 部 有 限 . 但 我 对 
此 毫 无 感觉 ， 而 我 的 师兄 也 是 我 的 论文 的 审查 人 A.I.Shirshov 却 对 我 
说 :“ 这 个 结果 可 视 为 Lie 代数 中 Burnside 题 型 中 的 一 个 有 趣 结 果 ， 而 
你 毫 无 反应 ， 这 一 点 在 你 的 答辩 会 上 我 是 要 咏 一 器 的 .”1981 年 我 在 芝 
加 哥 访 问 时 看 到 K.A.Zhevlakov 和 I.P.Shestakov 的 一 篇 文章 On local 
finiteness in the sense of Shirshov, Alg. and Logic 12:1, (1973)， 其 中 
在 一 页 上 引用 我 的 论文 [3] 5 次 ， 都 是 涉及 上 述 两 结果 的 . 我 当时 的 
感觉 是 : 在 中 苏 关 系 很 不 好 的 情况 下 ， 这 样 多 的 让 刘 绍 学 的 名 字 在 自己 
的 文章 中 出 现 ， 这 只 是 为 了 问 Kurosh 的 唯一 中 国学 生 表 示 一 下 友好 的 
感情 .1989 年 在 新 西伯 利 亚 和 这 些 师 侄 们 共同 酒 泪 Shirshov ÆR, Æ 
这 种 友情 的 又 一 次 宣泄 . 


一 个 结合 代数 ， 如 果 它 的 每 一 个 子 代 数 都 是 理想 ， 就 叫做 Hamilton 
代数 . 我 在 [12] 中 给 出 了 这 种 代数 的 完全 刻画 . 美国 人 D.L. Outcalt 
把 它 推广 到 办 结合 代数 情形 ， 而 R.L.Kruse、D.T.Price 的 专著 Nilpo- 
tent Rings (1969) 把 我 的 这 个 结果 收入 到 它 的 第 九 章 中 .我 癌 欢 它 是 
因为 它 虽 然 简单 ， 却 是 我 第 一 个 非 推 广 非 平移 的 结果 . 一 步 步 摸 索 前 
进 ， 最 终 得 到 结果 的 过 程 是 使 人 非常 愉快 的 . 

我 们 给 出 了 有 向 图 的 路 代数 的 同 构 定 理 [25] 和 赋值 图 的 张 量 代数 
的 同 构 定理 [38] .这样 ， 例 如 关于 有 疝 图 的 几何 研究 就 可 归结 为 关于 
其 路 代数 的 代数 研究 . P.A.Grillet 在 Isomorphisms of stratified semi- 
group algebras, Comm. in Alg. Vol. 22 (1944) 4417 一 4493 一 文中 指 
出 我 们 上 述 结果 是 仅 有 的 两 个 关于 半 群 代数 的 同 构 定理 后 ， 开 始 了 他 对 
半 群 代数 的 同 构 定理 的 系统 研究 . 

我 们 在 [31] PER G- KH A 的 Smash BLA 8 G 的 概念 推广 到 
G 是 无 限 群 的 情形 ， 并 得 到 相应 的 对 偶 定 理 和 上 对 偶 定 理 ，M.,Beattie 
做 了 同样 的 事 ， 证 明 方法 不 一 样 . 她 的 文章 是 A generalization of the 
smash product of a graded ring, J.Pure Appl. Alg. 52 (1988) 216 一 
226. 1988 年 后 国际 上 出 现 很 多 讨论 A# G 而 G 是 无 限 群 的 情形 ， 并 多 
引用 Beattie 的 文章 .实际 上 这 两 篇 文章 的 主要 结果 是 一 样 的 . 

我 和 Beattie 等 给 出 了 分 次 本 原 环 的 结构 定理 ， 其 证 法 是 平移 Jacob- 
son 关于 本 原 环 的 证 明 ， 再 加 上 两 个 小 引 理 ， 但 结果 是 非常 完整 而 漂亮 
的 . 我 在 一 些 场合 报告 几 次 ， 大 家 都 很 喜欢 分 次 本 原 环 的 这 个 简明 自然 
的 刻画 .之 后 ，C. Nastasescu、].L.Gomez Pardo 在 Topological aspect of 
graded rings, Comm. in Alg. 21 (1993) 4481~ 4493 中 引 之 为 例 ， 对 
有 限 分 次 拓扑 做 了 进一步 的 一 般 讨 论 . 

我 的 最 后 一 篇 文章 是 1996 年 在 巴西 圣保罗 大 学 访问 和 下 .U.Coelho 
合 MN Generalized path algebras， 在 西班牙 的 Murcia 城 召 开 的 强调 

论 与 代数 表示 论 联系 的 国际 代数 会 的 会 议 录 上 刊 出 ， 见 [57]. 

我 在 国内 外 的 数学 杂志 上 发 表 了 50 余 篇 论文 ， 获 得 过 1988 年 度 的 
原 国 家 教委 科技 进步 二 等 奖 ， 获 奖项 目 是 “ 环 的 结构 与 表示 理论 ”. 

“数学 家 ”是 一 个 美丽 的 称号 ， 虽 然 它 没有 一 个 清楚 的 定义 ， 但 许 
多 人 都 有 一 个 自己 的 理解 .我 心目 中 对 数学 家 有 一 个 非 形而上学 的 定 
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义 ， 我 说 不 清楚 ， 但 我 可 以 说 : “ 王 世 强 是 数学 家 ， 刘 绍 学 是 一 个 合格 
的 教授 ， 是 一 个 好 的 数学 教师 ， 但 不 是 我 心目 中 的 数学 家 .”1999 年 在 
北京 郊区 龙 庆 峡 那 高 山 秀水 的 大 自然 美景 中 ， 我 向 囊 向 东 谈 起 这 个 想法 
时 ， 他 是 很 感 兴趣 的 . 

无 论 在 校内 外 还 是 国内 外 ， 我 始终 生活 在 和 谐 愉 快 的 代数 俱乐部 
中 .和 数学 名 家 、 代 数 同 行 的 交往 ， 是 我 数学 生活 以 及 友谊 生活 中 非常 
美丽 的 组 成 部 分 . 这 些 是 我 经 常 重 温 而 常 重 现在 我 面前 的 宝贵 镜头 . 

在 1950 年 刚 留 校 工作 时 ， 傅 种 孙 先 生 对 我 说 :“ 助 教 是 一 个 过 湾 的 
岗位 ， 上 不 去 的 人 就 应 该 走 开 .”1955 年 在 莫斯科 ，Kurosh WRU: 
“不 能 还 是 像 大 学 生 那 样 按 功 课表 学 习 ， 您 是 研究 生 了 ， 您 的 主动 学 习 
在 哪里 ?” 我 从 未 见 张 禾 瑞 先 生 在 任何 场合 炫 溜 自 己 非常 出 色 的 博士 论 
文 ， 而 段 学 复 先 生 对 我 说 过 :“ 我 钦佩 张 禾 瑞 做 学 问 的 实 实在 在 .” 张 禾 
瑞 和 Kurosh 两 位 老师 对 周围 的 人 友好 和 善 ， 从 他 们 身上 我 感受 到 教书 
育 人 的 力量 .师兄 王 世 强 的 话 :“ 凡 事 要 经 得 住 历史 的 考验 .” 这 有 时 使 
我 愧 对 人 生 ， 但 却 令 我 终身 受益 . 我 一 生 搞 环 论 ， 也 始终 带 着 问题 ， 环 
论 有 什么 用 ? 我 不 敢 去 问 Kurosh， 从 在 讨论 班 中 我 对 他 的 理解 ， 他 一 
定 会 是 带 着 不 悄 的 神情 回答 我 ， 数 学 中 不 能 谈 问 题 的 有 用 无 用 ， 只 能 谈 
这 些 问题 有 没有 水 平 ， 修 养 高 不 高 ， 在 莫斯科 做 论文 最 困难 的 时 候 ， 我 
和 师兄 A.I.Shirshov 〈 后 来 的 院士 ) 谈 及 这 个 问题 ， 他 说 : “对 数学 问 
题 最 需要 的 是 ， 不 搞 出 它 来 ， 你 就 觉得 心里 不 舒服 、 难 受 、 睡 不 着 觉 .” 
也 许 他 这 话 对 我 克服 论文 中 的 难关 起 过 一 点 作用 . 1985 年 在 奥地利 的 
Krems 参加 根 论 会 议 ， 参 观 一 个 教堂 时 ， 我 问 与 我 同行 的 一 位 根 论 名 家 
这 个 问题 ， 他 开始 不 知 所 措 ， 之 后 便 说 : “在 我 搞 根 论 买 了 汽车 又 买 了 
房子 后 ， 就 再 没有 人 向 我 提出 这 样 的 问题 了 .” 后 来 偶尔 有 人 问 我 这 一 
问题 时 ， 我 总 是 客观 地 转述 上 面 意见 而 没有 任何 创造 性 的 回答 ， 只 是 反 
复 强调 : 搞 环 论 研究 无 论 如何 对 教学 质量 非常 有 好 处 ， 与 此 有 关 的 是 在 
20 世纪 90 年 代 初 ， 有 一 次 在 打 完 乒乓 球 散 步 时 ， 曹 锡 华 先生 对 我 说 : 
“对 范畴 定义 和 讨论 Jacobson HR. ( 指 我 发 表 的 文章 [33])， 有 什么 意思 
啊 ?” 当时 我 还 解释 了 几 句 ， 但 事后 一 想 ， 这 除了 证 明 我 的 “存在 ” DP, 
也 真 的 说 不 出 来 有 什么 意义 . 

1962 年 在 颐和园 龙王 庙会 议 期 间 ， 万 哲 先 学 兄 对 我 说 : “ 搞 典 型 群 


EE 8 一 


研究 我 们 掌握 一 些 基本 手法 和 招数 ， 你 们 搞 环 论 的 有 哪些 基本 手法 和 招 
数 ?” 问 题 提 得 很 好 . 大 概 因 为 我 不 明确 (也 许 根本 不 存在 ) 搞 环 论 有 
什么 手法 ， 当 然 也 就 回答 不 上 来 . 我 在 会 议 上 介绍 了 范畴 论 后 ， 万 学 兄 
对 我 说 : “对 这 样 的 东西 〈 指 范畴 )， 我 感到 不 知 如 何 去 摘 它 .” 我 当时 
却 感到 ， 对 它 还 是 可 以 下 手 去 搞 的 .20 世纪 80 年 代 ， 一 次 出 数学 竞赛 
题 ， 我 与 华罗庚 先生 在 他 房间 闲谈 ， 他 对 我 说 : “国外 把 我 说 (器 ) 成 
是 玩 矩 阵 的 魔鬼 …… 表 面 上 你 看 我 摘 的 是 多 复 变 函数 、 偏 微分 方程 ， 实 
际 上 骨子里 还 是 我 的 矩阵 技巧 .” 联 想到 万 哲 先 学 兄 的 话 以 及 1955 FE 
先生 在 莫大 研究 生 宿舍 和 我 们 聊天 ， 当 知道 我 是 来 苏 学 习 代 数 时 ， 他 非 
常 果断 地 说 ;“ 学 代数 不 必 出 来 ， 可 以 在 国内 学 .” 我 清楚 地 看 到 ， 不 同 
导师 、 不 同 领 域 、 不 同学 术 观 点 对 青年 学 生 的 影响 是 巨大 的 ， 也 许 先 具 
体 再 抽象 ， 先 深入 再 宽 厚 ， 更 适合 年 轻 人 的 发 展 ， 与 华 、 万 的 交谈 ， 对 
我 20 世纪 80 年 代 转 换 领域 是 有 潜在 影响 的 . 

除了 做 了 将 近 两 年 (1959—1961) 的 计算 数学 教研 室 主 任 外 ， 我 一 
直 在 北 师 大 代数 教研 室 ， 北 师 大 的 这 方 代 数 沃土 是 由 傅 种 孙 先 生 开始 ， 
BH 1952 FR EK REN ERT, DORE, RR RHE 
以 及 我 等 协助 ， 经 长 期 努力 后 形成 的 ， 张 先生 的 书 《 近 世代 数 基础 》， 
以 及 与 部 先生 合 写 的 书 《 高 等 代数 》， 葛 定 了 北 师 大 以 及 高 校 代 数 教学 
的 基础 ， 张 先生 在 20 世纪 50 年 代 主 持 的 几 个 代数 研究 班 ， 还 有 进修 班 
和 本 科 ， 培 养 了 许多 代数 人 才 ， 如 湖南 师 大 的 李 传 和 、 陕 西 师 大 的 雷 天 
德 、 福 建 师 大 的 陈 昭 木 、 哈 尔 滨 师 大 的 周 汝 奇 、 张 之 凰 、 广 西 师 大 的 程 
福 长 、 河 北 师 大 的 朱 元 森 、 山 东 聊 城 师 院 的 杨 子 硝 、 上 海 师 大 的 孔 宗 
文 、 席 德 若 、 北 京师 大 的 薄 滋 梅 等 等 ， 他 们 在 “文革 ”前 是 全 国 师范 院 
校 的 教学 骨 于 ，“ 文 革 ” 后 是 培养 环 论 方面 硕士 生 的 积极 力量 ， 培 养 出 
许多 优秀 的 学 生 . 我 是 又 高 兴 ， 又 带 有 几 丝 性 愧 地 享受 着 张 先 生 营造 的 
这 个 代数 大 家 庭 的 温暖 . 张 先 生 的 这 些 学 生 以 及 其 他 代数 同行 组 织 了 我 
在 各 地 (哈尔滨 、 西 宁 、 乌 鲁 木 齐 、 电 溪 、 杭 州 、 西 安 、 桂 林 、 大 连 、 
烟台 等 ) 讲 环 与 代数 、 群 论 等 ， 有 时 是 和 吴 品 三 、 许 永 华 、 谢 邦 杰 、 曹 
锡 华 、 丁 石 孙 、 冯 克勤 等 中 的 一 些 人 一 起 讲 ， 从 20 世纪 80 年 代 初 开始 
每 两 年 一 次 ， 我 和 吴 品 三 师兄 主持 了 顺序 在 江西 师 大 ( 陈 培 慈 )、 扬 州 
师 院 (THER), BRAS (ERR) 以 及 陕西 师 大 ( 雷 天 德 ) 召开 的 
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根 论 或 根 论 环 论 学 术 会 议 . 在 最 后 一 次 会 上 ， 我 是 带 着 一 种 误导 青年 进 
和信 根 论 的 歉意 说 出 了 如 下 意见 : “在 既 纯 又 狭 、 前 途 不 太 光 明 的 根 论 中 
取得 一 些 科 研 经 验 是 好 的 ， 但 不 要 在 此 领域 久 留 ， 特 别 是 年 轻 人 要 及 时 
开拓 出 路 .”1991 年 秋 在 程 福 长 教授 的 大 力 支持 下 ， 我 和 H. Tachikawa 
在 桂林 广西 师 大 主持 了 第 一 次 中 日 环 论 国际 会 议 ， C.M.Ringel ( 德 )、 
B.J.Müller (加 )、M.Beattie (加 )、 李 和 白 飞 、 方 园 、 万 哲 先 等 也 参加 了 
会 议 ，1992 年 在 日 本 非 正式 地 出 版 了 会 议 录 ，1994 年 夏 在 朱 元 森 教授 
的 大 力 支持 下 ， 我 和 朱 在 石家庄 河北 师 大 主持 了 国际 根 论 与 环 论 会 议 
M 11 个 国家 的 五 十 多 人 参加 了 会 议 ，1996 年 出 版 了 这 个 会 议 的 会 议 

[著作 ，8]. 第 二 届 日 中 环 论 会 已 于 1995 年 在 日 本 开 过 ， 而 第 三 届 
EAR ARDA 议 而 已 于 1999 年 5 月 在 韩国 召开 .1999 年 10 月 全 
国 代数 学 术 会 议 在 北 师 大 召开 ， 北 大 的 张 继 平 和 北 师 大 的 张 英 伯 两 位 教 
授 紧 张 筹备 的 ， 这 次 代数 会 喜 因 周 伯 勋 、 曹 锡 华 两 位 先生 80 HE X 
正好 在 我 70 岁 生日 的 前 夕 ， 届 时 会 议 参 加 者 也 带 来 各 地 代数 朋友 们 对 
我 们 生日 的 祝贺 ， 生 活 在 这 样 一 个 和 谐 友 好 的 代数 大 家 庭 中 ， 谁 能 不 感 
到 愉快 和 幸福 呢 ! 

20 世纪 90 年 代 初 ， 当 张 禾 瑞 先生 培养 的 代数 大 集体 由 于 成 员 的 老 
化 退休 已 渐 训 落后， 由 我 的 学 生 们 汇 成 的 代数 小 家 慢 慢 形成 起 来 ， 我 的 
19 名 博士 生 中 有 四 人 经 联合 培养 在 国外 取得 博士 学 位 ， 张 英 伯 、 林 亚 
南 、 朱 彬 在 德国 ， 导 师 是 Ringel， 邓 邦 明 在 瑞士 ， 导 师 是 P.Gabriel. 15 
名 在 国内 取得 博士 学 位 ， 其 中 郭 晋 云 、 茧 联 刚 、 章 珊 以 及 邓 邦 明 还 在 
Ringel 教授 的 指导 下 获 洪 堡 基金 ， 肖 杰 获 1997 年 国家 教委 “ 跨 世 纪 优 
BAA” eS, 1998 年 国家 杰出 青年 基金 . AKO KIA, BAL 
及 川 大 的 彭 联 刚 ” 和 中 国 科 技 大 的 章 现 已 成 为 博士 生 导 师 ， 这 使 得 全 
国有 环 论 博 士 方向 的 学 校 从 4 个 (南京 大 学 、 吉 林 大 学 、 复 旦 大 学 和 北 
师 大 ) 增加 到 6 个 ， 不 久 郭 晋 云 (湖南 师 大 ) 和 林 亚 南 (厦门 大 学 ) 也 
成 了 博导 ， 届 时 这 样 的 学 校 将 会 多 起 来 ，1997 年 川 大 组 织 第 一 次 代数 
表示 论 讨论 班 ，2000 年 湖南 师 大 将 办 第 二 届 ，20 世纪 80 年 代 初 张 先生 
的 学 生 组 织 讲学 活动 时 ， 我 是 站 着 讲 ，20 世纪 90 年 代 末 我 的 学 生 组 织 


* BRAT 2003 年 获 国 家 杰出 青年 基金 . 
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TRON, RORBRAU ST. DAA. 

我 还 享受 着 国际 环 论 大 家 庭 的 温暖 .我们 的 一 生 没 有 追星 族人 的 情 
感 ， 只 是 向 往 着 世人 不 感 兴趣 的 数学 家 能 够 和 自己 念 过 的 书 或 读 过 的 
文章 的 作者 见 见面 、 聊 聊天 、 交 往 交 往 ， 那 是 非常 愉快 和 和 有益 的 事 ， 似 
乎 还 能 帮助 你 理解 数学 . 在 国内 我 已 接触 过 许多 名 家 ， 特 别 是 能 和 
20 世纪 50 年 代 初 代数 四 大 名 家 一 一 华罗庚 、 段 学 复 、 王 湘 浩 和 张 禾 瑞 
都 有 过 面对面 的 亲切 交谈 .在 苏联 留学 期 间 我 接触 了 差不多 所 有 的 国内 
翻译 出 版 的 苏联 教科 书 的 作者 . TC. Anexcanpor 在 1956 年 全 苏 数学 会 
的 一 个 报告 中 讲 道 :“ 数 学 中 有 许多 美的 东西 ， 美 是 不 会 失落 的 .” 至 今 
仍 似 看 到 他 说 话 时 的 坚定 神态 . 20 世纪 50 年 代 读 环 论文 章 时 ， 对 
N.Jacobson, I.Kaplansky. S.A.Amitsur 三 位 环 论 大 家 非常 敬仰 ， 改 革 
开放 后 才 有 机 会 和 他 们 见面 交谈 ， 和 Jacobson 教授 在 北 师 大 、 新 西伯 利 
亚 见 过 几 次 . 有 一 个 小 插曲 :一 位 朋友 告诉 我 ，Jacobson 在 南京 大 学 讲 
学 时 ， 朵 和 逛 书店 ， 翻 阅 到 我 写 的 《 环 与 代数 》 一 书 ， 和 凭借 书 中 的 一 些 外 
国人 名 ， 猜 到 书 中 内 容 ， 并 在 课堂 上 推荐 给 大 家 .我 在 1981 年 访问 芝 
加 哥 大 学 时 ， 每 星期 都 有 一 小 时 固定 时 间 和 Kaplansky 交谈 .半年 后 临 
别 时 ， 我 问 他 : 环 论 似乎 不 是 一 个 好 方向 ， 如 果 我 想 选 择 一 个 新 方向 ， 
你 有 什么 建议 吗 ? 他 的 回答 简单 而 明确 : 你 还 是 摘 环 论 吧 ! 我 理解 为 ; 
50 多 岁 的 人 了 ， 改 方向 谈何容易 .1989 年 6 月 我 访问 以 色 列 时 ， 在 耶 
路 撤 冷 J.S.Golan 的 家 中 见 到 了 Amitsur 夫妇 ， 一 位 身材 不 高 的 老人 ， 
和 我 从 他 的 文章 得 到 的 印象 是 很 不 一 样 的 : 我 想像 中 Amitsur 该 是 一 个 
很 潇洒 的 人 ， 

1985 年 ， 我 对 欧洲 的 访问 ， 对 于 我 和 我 的 学 生 们 进入 国际 代数 俱 
乐 部 非常 关键 . 今日 回想 起 来 是 一 个 稍 纵 即 逝 的 难得 机 遇 ， 我 收 到 两 封 
邀请 信 ， 一 是 比利时 教授 F. Van Oystaeyen 第 二 次 邀 我 去 比 访问 三 个 月 
(这 是 曾 在 比 留学 的 师弟 李 文 琦 推荐 的 ，Van Oystaeyen 想 邀 一 位 中 国 代 
数学 者 访问 比 )， 一 是 R.Mlitz 邀 我 参加 在 奥地利 召开 的 国际 根 论 会 议 
(他 是 查 Math. Review 看 到 许 永 华 和 我 的 名 字 ， 向 《数学 学 报 》 编辑 部 
了 解 到 通讯 地 址 后 向 我 们 发 出 邀请 的 ). 是 年 初 ， 我 突 发 较 严重 的 心脏 
病 ， 幸 经 人 民 医 院 胡 恒 慧 大 夫 的 精心 治疗 ， 住 院 三 个 星期 ， 又 征 得 阜 外 
> LBL Ae x AE BR AAR, RTE BA FRA ORE 
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问 ， 这 次 访问 使 我 和 Van Oystaeyen、Mlitz、C.M.Ringel (当时 在 德 的 
KARAR KHERI REKE F. Kasch WWE, WERA Ringe 取得 了 
联系 ，Ringel MARE Bielefeld 大 学 访问 ) 建立 了 联系 和 友谊 他们 三 
人 顺序 作为 环 论 、 根 论 、 代 数 表 示 论 的 引路 人 使 我 进入 相应 的 国际 俱 乐 
部 .之 后 我 多 次 出 国 访问 ， 去 欧洲 、 北 美 、 南 美 、 日 本 、 苏 联 等 地 ， 都 
是 与 这 次 访问 有 关 的 . 

Fred (Bl Van Oystaeyen) 是 一 位 热情 、 透 明 、 正 义 、 非 常 聪明 的 
代数 专家 ， 有 十 多 本 专著 、 二 百 多 篇 论文 ， 我 和 他 也 有 合作 文章 [31]. 
当 我 第 一 次 看 到 他 和 学 生 们 在 咖啡 馆 谈 笑 中 提出 数学 问题 、 解 决 数 学 问 
HN, ERREAK: 我 们 太 习 惯 于 在 图 书馆 、 在 杂志 堆 中 低头 想 问 题 
了 .我 的 英语 是 同 Fred FW: 无 论 在 火车 上 、 汽 车 上 上、 街道 上， 他 总 
是 把 我 当 作 英 国人 那样 不 断 地 、 快 速 地 、 带 着 感情 地 说 英语 ， 这 样 ， 我 
好 像 也 真 的 听 懂 了 英语 .我 对 Fred 谈 起 ，1984 年 以 来 我 讲 了 Torsion 
Theory 的 课 , 已 编写 了 四 章 的 讲义 ，Fred 对 我 说 ，Torsion Theory 没有 
什么 前 程 ， 不 值得 写 这 方面 的 书 ， 这 促使 我 放弃 了 这 块 鸡肋 似 的 工作 . 
1994 年 在 石家庄 的 国际 根 论 与 环 论 会 议 上 和 J.S.Golan 谈 起 他 的 巨著 
Torsion Theories, Longman Scientific and Technical, - Harlow (1986) 
时 ， 我 说 ， 你 的 这 本 书 可 看 作 Torsion Theory 这 一 分 支 的 结束 吧 ! 看 来 
他 也 同意 这 种 说 法 .我 和 Fred 共享 我 俩 之 间 的 美好 友谊 : 我 对 他 说 ， 
我 们 是 “two heads with one mind"; 他 对 我 说 ，“I only complain about 
life to my very best friend (s).” 

Claus (BB C.M. Ringe) 可 以 说 是 上 帝 在 我 们 转变 科研 方向 的 困难 
时 期 给 我 送 来 的 “援助 ”朋友 . 我 六 次 去 德 ， 他 六 次 来 华 ， 虽 相隔 万 
里 ， 但 自 1985 年 至 1999 年 几乎 每 年 都 见面 ，Claus 热情 、 勤 奋 、 正 义 、 
善 解 人 意 ， 对 中 国有 一 种 特殊 的 感情 ， 除 上 面 已 提 到 的 ， 我 有 三 名 博士 
生 在 他 指导 下 获 德国 博士 学 位 ， 有 四 名 学 生 在 他 接受 下 成 为 洪 堡 基金 获 
得 者 外 ， 还 经 常 邀 请 我 的 学 生 们 去 访问 或 参加 国际 会 议 ， 自 1990 年 以 
来 每 年 都 有 我 的 两 三 个 学 生 在 他 那里 ，1997 年 一 1999 年 在 “大 众 汽车 ” 
的 资助 下 ， 在 Claus 和 我 的 主持 下 有 一 个 德 中 代数 表示 论 学 术 交流 三 年 
协议 ， 这 使 得 我 们 的 交流 更 加 密切 而 富有 成 果 . 1998 年 9 月 ， 我 和 我 
的 15 名 学 生 居 然 同时 在 德国 Bielefeld 大 学 参加 Claus 主持 的 一 个 代数 表 
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示 论 国际 会 . 中 国 代数 表示 论 小 组 的 所 有 文章 都 和 Claus 的 工作 有 关 ， 
他 所 引入 的 Hall-Ringel 代数 和 倡导 的 拟 踪 传代 数 在 中 国 得 到 充分 的 发 
展 ， 国 际 代数 表示 论 系列 会 的 第 九 次 会 议 在 2000 年 召开 ， 又 是 在 20 tt 
纪 末 ， 且 是 联合 国 命名 的 数学 年 ， 所 以 大 家 都 对 在 2000 年 开 的 这 次 会 
很 看 重 . 波兰 同行 很 希望 承办 这 个 会 . 看 得 出 ，Claus 经 过 多 方 协调 ， 
冒 着 得 罪 波兰 同行 的 危险 ， 最 后 在 1996 年 在 挪威 召开 的 领导 小 组 会 上 
决定 委托 我 在 中 国 组 织 这 个 会 ， 并 接受 我 为 该 系列 会 的 顾问 委员 会 的 成 
B. 我 当时 在 匈牙利 ， 事 后 得 知 ， 我 受宠若惊 ， 没 想到 中 国 代数 表示 论 
集体 和 我 本 人 能 够 享 此 殊荣 " .从 这 里 我 再 一 次 看 到 ，Ciaus 对 中 国 的 情 
感 ， 对 我 们 小 组 的 支持 ， 以 及 对 我 本 人 的 友谊 . 

1987 年 在 苏 黎 士 ，P.Gabriel 陪 我 去 看 列宁 曾 住 过 的 房子 ， 路 上 谈 
起 科研 时 说 : “ 搞 科 研 好 办 ， 自 己 去 做 就 是 了 . 学习 别人 的 东西 是 困难 


的 .” 这 和 我 对 科研 和 念书 的 感觉 刚好 是 相反 的 ， 记 得 1982 FEZI 


哥 ，I.Kaplansky 对 我 强调 的 是 “一 定 在 搞 科 研 的 同时 学 习 一 些 与 你 的 
科研 题目 不 同 的 知识 .” 这 使 我 理解 了 ， 为 什么 他 的 路 愈 走 愈 宽 . 1994 
年 ，M. Auslander 在 挪威 去 世 前 ， 他 和 I. Reiten fll C.M. Ringe 参加 在 
南开 大 学 举行 的 中 国 数学 代数 年 的 讲学 活动 . 他 在 兴致 勃勃 地 讲 完 课 
后 ， 在 去 饭厅 的 路 上 非常 安详 自然 地 对 我 说 : “RAB, RAS 
少时 间 了 .” 也 还 是 在 这 次 相聚 时 谈 起 数学 来 ， 他 说 :“ 你 相信 有 限 单 群 
的 分 类 定理 是 已 经 被 证 明了 吗 ?” 这 突然 的 问题 使 我 张口 结 舌 ， 人 们 太 
习惯 于 少数 被 尊重 的 权威 说 对 的 事 就 是 对 的 这 样 一 种 规则 了 . 还 是 在 南 
F, RF Auslander、Reiten 在 一 起 时 谈 到 他 俩 发 现 的 AR - BUT, t 
说 :“ 我 们 最 初 发现 它 时 ， 并 没有 派 上 有 用场， 但 对 这 样 一 个 有 特性 的 令 
列 ， 我 们 确信 它 一 定 是 有 用 场 、 有 力量 的 .” 现 在 大 家 都 清楚 ，AR - B 
列 是 研究 模范 畴 结构 的 好 工具 ， 是 代数 表示 论 的 命根 子 ， 大 约 是 1990 
年 ，S. Montgomery 陪 她 的 丈夫 在 北大 访问 时 ， 在 北大 的 外 宾 接 待 室 中 
我 们 一 起 回忆 了 她 的 老师 I.N.Herstein 之 后 ， 她 对 我 说 : “如果 再 重新 
开始 搞 代数 的 话 ， 我 会 选择 代数 几何 的 .” 看 起 来 不 止 一 位 环 论 专 家 都 
向 往 着 博大 精深 的 代数 几何 . 看 起 来 ， 搞 代数 的 人 不 把 自己 的 工作 和 


* 第 9 届 国 际 代数 表示 论 大 会 (JCRA) 于 2000 年 在 北京 师范 大 
学 召开 . 


自 


Lie 理论 联系 起 来 ， 或 者 和 代数 几何 联系 起 来 ， 是 不 太 会 被 人 看 重 的 . 
1993 Æ, D.Passman 开车 把 我 从 Madison 送 到 Iowa 去 访问 K. Fuller. 
我 和 Fuller 谈 起 环 论 在 美国 和 中 国 不 太 被 重视 ， 像 Fuller 这 样 的 环 论 专 
家 在 美国 是 得 不 到 基金 的 ， 他 对 我 说 :“ 我 摘 环 论 ， 就 是 为 了 告诉 后 人 ， 
这 几 个 问题 已 有 人 解决 了 ， 你 们 可 以 不 必 摘 了 . 至少 这 个 目的 是 可 以 达 
到 的 .” 我 是 带 着 同情 和 人 性 然 的 心情 听 他 这 样 谈 论 自己 的 科研 的 .1988 
年 在 日 本 H. Tachikawa 开车 带 我 去 Tsukuba 山 玩 ， 在 途中 我 向 他 提出 召 
开 中 日 环 论 学 术 会 议 的 建议 ， 他 欣然 同意 ， 并 说 ; “日 中 合作 起 来 是 可 
以 和 欧洲 (在 环 论 方面 ) 抗衡 的 .” 我 很 赞赏 他 的 这 种 心态 ， 但 同时 我 
也 感到 居 愧 ， 我 想到 的 只 是 中 日 交流 而 已 .应 该 承认 ， 在 国际 交流 中 ， 
在 考 虚 一 些 间 题 中 ， 在 我 心灵 上 总 有 一 些 穷 、 弱 、 殖 民 地 式 的 阴影 ， 挥 
之 不 去 . 其 实 想 想 ， 特 别 是 改革 开放 以 来 ， 国 家 走向 富强 ， 我 们 也 已 有 
了 一 个 想 吃 什么 就 能 吃 什 么 的 生活 ， 但 在 我 身上 这 种 劣 根性 的 阴影 ， 总 
是 挥 之 不 去 ， 特 别 是 在 西方 的 学 者 面前 . 1989 年 ， 在 新 西伯 利 亚 召 开 
的 纪念 A.I.Malcev 的 国际 代数 会 上 ， 遇 到 Rings that are nearly associa- 
tive 一 书 的 在 世 的 两 位 作者 A. M.Slin'ko 和 I.P.Shestakov， 他 们 都 是 
Shirshov 的 学 生 ， 见 到 我 这 位 “ 师 叔 ”分 外 亲热 . 我 向 Shestakov 提起 
他 文章 中 引用 我 文章 的 事 ， 他 说 :“ 那 不 仅 是 为 了 友谊 ， 你 的 〈 副 博士 ) 
论文 是 作为 必 读 的 文章 来 学 习 的 (该 是 指 有 关 局 部 有 限 性 质 的 那 部 分 ， 
其 余 都 是 实质 上 照抄 别人 的 证 明 的 形式 推广 之 作 ， 不 会 被 要 求 必 学 的 ). 
那 时 就 觉得 你 很 亲近 ， 是 自己 人 .” 群 众 的 眼睛 是 雪亮 的 ， 我 的 被 引用 
的 几 篇 文章 都 是 我 花费 了 心思 、 自 己 感到 有 一 点 新 意 的 东西 ， 那 些 照抄 
别人 证 明 而 得 点 “新 ”结果 的 文章 ， 虽 也 发 表 了 ， 甚 至 是 在 不 错 的 杂志 
上 发 表 的 ， 也 是 无 人 问津 的 . | 

学 代数 的 人 要 有 一 点 孤芳自赏 的 情趣 ， 同 时 也 需要 同行 们 的 鼓励 ， 
否则 生活 就 太 缺 乏 色 彩 了 . 我 一 生 中 永远 忘 不 了 我 的 中 国 、 德 国 、 挪 
R EAR, SEB, ROR, PG, PR. AAR, WEK MTA, 
墨西哥 等 国家 的 代数 同行 们 ， 以 及 我 的 学 生 们 对 我 的 鼓励 : “一 个 在 环 
论 上 已 站 住 脚 而 在 56 岁 的 时 候 和 学 生 们 一 起 转 攻 代数 表示 论 ， 是 值得 
敬佩 的 .”“ 在 中 国 创建 一 个 坚强 有 力 的 代数 表示 论 集 体 ， 是 有 意义 的 ， 
是 难得 的 .” 这 些 都 是 私下 里 说 的 (不 是 在 报 奖 或 提 职 的 推荐 信 上 说 
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的 )， 在 面对面 的 个 人 聊天 中 说 的 ， 很 真诚 ， 很 美丽 ， 我 从 中 得 到 巨大 
的 力量 与 难得 的 生活 乐趣 . 

最 后 应 该 补充 的 是 : 我 在 1979 年 加 入 中 国共 产 党 . 曾 任 《数学 年 
刊 )、《 数 学 进展 );、《 数 学 季刊 》 WHA, (AFR) 的 副 主 编 ， 数 学 
通报 的 副 主 编 和 主编 《高 等 数学 研究 ) 的 名 誉 编 委 ， 湖 南 教育 出 版 社 
《中 学 生 数 学 视野 丛书 》 NEM. 曾 任国 家 教委 高 校 教材 编审 委员 会 数 
论 代 数 小 组 的 副 组 长 ， 北 师 大 数学 与 数学 教育 研究 所 所 长 . BEER 
科大 学 当 过 中 国 留 学 生体 育 班 长 . 

还 该 补充 一 点 的 是 : 我 于 1996 年 冬至 1997 年 夏 一 气 呵 成 地 为 大 学 
数学 系 本 科 写 了 一 本 教科 书 《 近 世代 数 基础 )、 这 是 我 写 的 唯一 一 本 大 
学 生 教科 书 ， 它 反映 着 我 对 这 门 课 的 内 容 和 教学 的 理解 ， 可 以 说 用 尽 了 
我 的 心思 .此 书 作为 九 五 国家 重点 教材 、 面 向 21 世纪 丛书 中 的 一 本 ， 
T 1999 年 由 高 教 出 版 社 出 版 . 我 现在 以 一 种 考生 等 着 发 榜 的 心情 期 待 
着 读者 和 教师 们 的 反应 .“ 


* ADR 2002 年 国家 教育 部 全 国 普通 高 等 学 校 优 秀 教材 奖 二 
F. 
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一 非 结合 代数 


I. 


Non-Associative Algebras 


Xi 2H ^£ vx. EE 


北京 师范 大 学 学 报 ( 自 然 科学 版 ) 
1956, (1):45 ~ 70 


无 限 代数 的 分 解 


On Decomposition of Infinite Algebras 


81.5 言 


在 作者 的 文章 [1] 中 研究 了 把 关于 有 限 代 数 分 解 的 定理 推广 到 局 部 
有 限 代 数 上 去 的 问题 . 本 文 是 [1] 的 继续 ,并且 是 建立 在 [1] 中 之 结果 上 . 
在 这 里 研究 相同 的 问题 , 即 把 那样 的 定理 推广 到 无 穷 ( 维 ) 代数 (不 一 定 
是 局 部 有 限 的 了 ) 上 去 . 就 作者 所 知已 有 四 篇 文章 [2], [3], [12], [13], 
讨论 过 这 个 问题 . 我 们 将 证 明 对 交错 代数 , 李 代 数 , 若 当 代数 也 可 得 到 与 
[2] 中 关于 结合 代数 的 一 个 定理 的 相似 结果 (参看 $9), 并 且 给 出 [2] 的 
这 一 定理 中 关于 分 解 的 唯一 性 部 分 一 个 新 的 证 明 . 我 们 所 得 到 的 关于 结 
合 代数 的 定理 较 [2] 中 之 结果 稍 强 . 

男 一 方面 在 [12] 或 [3] 中 曾 给 出 一 个 例子 , 它 说 明 结合 代数 A 不 一 


定 是 可 分 解 的 , MEYS 是 有 限 可 高 代数 的 直 和 而 R? = 0. 我 们 将 给 出 充 
分 条 件 (参看 $ 10) 使 这 种 类 型 的 代数 可 分 解 . 并 证 分 解 的 唯一 性 


这 文章 是 在 A.T.Kypom 教授 指导 下 做 出 的 , 利用 这 个 机 会 向 他 表示 


* “此 文 之 俄 文稿 已 投 给 杂志 Maremarnyecknit c6opHHK. 
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$ 2. 扩 张 代数 的 局 部 有 限 性 


在 这 一 节 我 们 将 讨论 下 面 这 一 问题 :由 局 部 有 限 代 数 借 助 于 局 部 有 
限 代 数 所 得 的 扩张 代数 是 否 仍 是 局 部 有 限 的 ? 即 , 若 知 代数 A 之 理想 子 


代数 R 是 局 部 有 限 的 , 且 知 商 代数 万 = 全 也 是 局 部 有 限 的 , 能 否 断 言 4 
自己 也 是 局 部 有 限 的 ? 
TA, REENA = 分 是 有 限 的 情形 . 设 z, i = 1,2,…,n 组 成 A 
之 基底 . 则 有 
aja; = 2 fhex tay, d,P—]1h2,v.n. (1) 


其 中 a, 是 陪 集 a; 的 某 一 代表 . 卢 是 属于 A CHEMO, M x C R. 为 了 
证 A 是 局 部 有 限 的 , 只 需 证 a,, i = 1,2,…,” 和 任 一 包含 ij = 1， 
2,…,2, 尺 之 有 限 子 代数 X 在 一 起 于 A 中 生成 有 限 子 代数 . 

Srl = 1,2,…, m) ARRA X ZER. S M 是 由 元 素 a;(i = 1, 
2,…,n) 及 元 素 (j = 1,2,…,m) 组 成 的 集合 .由 M 中 之 元 素 可 以 作 
任意 长 度 的 非 结 合 字 , 就 像 在 [4] 中 所 作 的 那样 . 字 b 之 长 用 4d (6b) KE 
示 . 我 们 也 将 碰 到 带 系 数 (属于 o 中 ) 的 字 的 和 .今后 用 

b= b, bc b, +0 
表示 :在 代数 A PFo 是 字 51,…,b, 及 一 些 长 度 短 于 bius b, 之 字 的 
Al. 因 之 等 式 
b= 
也 是 有 意义 的 . 令 W 是 所 有 至 少 含 一 个 xz; 的 字 的 全 体 . 今 后 在 本 节 中 字 
母 将 永远 用 来 只 代表 W 中 之 字 ( 带 系数 或 不 带 系数 ). 

令 W,XW 中 所 有 长 度 不 大 于 自然 数 K 之 字 的 全 体 . W BR 中 的 有 
限 子 集合 , 故 生成 R 之 有 限 子 代数 Bi. 若 NN 是 以 a;(i = 1,2,…,n) WE 
的 向 量 空间 , 则 显然 BB, + N 是 A 之 有 限 子 空间 , 且 包 括 所 有 的 a; 和 zi .要 
证 a; z, 在 A 中 生成 有 限 子 代数 , 只 需 证 存在 一 自然 数 &, 使 B, + N 是 代 
数 .而 为 了 这 个 , 由 于 (1), 只 需 证 WC B, 

现在 我 们 分 别 对 于 结合 代数 , 交错 代数 , 李 代数 和 若 当 代数 来 证 这 一 
事实 . 即 转 到 下 面 四 个 预 理 上 去 . 
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预 理 1 由 局 部 有 限 代 数 借助 于 局 部 有 限 代数 所 得 之 扩张 结合 代数 
是 局 部 有 限 的 . 

这 个 在 文章 [5] 中 被 证 明了 , 并 可 由 下 面 较 一 般 的 结果 推出 . 

预 理 2 ”由 局 部 有 限 代 数 借助 于 局 部 有 限 代 数 所 得 之 扩张 交错 代数 
是 局 部 有 限 的 . 

证 明 ; 令 [a,5,c] = (ab)c - a(bc) .我们 知 在 交错 环 中 有 

[a,b,c] 2 [b, a,c] 
和 其 他 与 此 相仿 的 等 式 . 因此? 
a;(ajb) =+ (aa;)b + (aja;)b + aj(ajb) 
=+ | fie 十 xy}b + ( 2 fiar + zi)b t aj(ajb) 


=+a,(ab)+~. (2°) 
同样 ， 
(5a,)a; = t (ba;)aj +. (2 ) 
KA a;(ba;) = € Cajb)a; + (ba;)a; + bCaja;) 得 
a;(ba;) =+ (ab)a; + (bai)a; +~. (3 ) 
同样 ， 
(ajb)a; — t a;(ba;) + aj(ab) +~. (37) 
从 恒等式 
a;[(ba;)a;] = ail & b(aja;) € (aia) b + aiCajb)] 
=t (aa;)(ajb)+~™, 
ail Cajb)ai] = a;l + a;(ba;) + (a;a;)b + a;(a;b)] 
= + a;la;(ba;)] +m 
= + (aa;)(ba;) + [(ba;)a; la; + (ba;)(aaj)+~, 
得 ail (6aj)a;] =~ 和 ail (ajb)a;] = c». (4°) 
同样 ， 


[a;(ajb) ]a; =~ 和 [a;(5a;)]a; =~. (4^) 
邻 = 2n +1, RIXE W € B’, #&dlb)<2n+1, M] b € Wapa: 
C B.R d(b) > 2n + 1. 并 假定 W 中 所 有 长 度 小 于 ad(65) 的 字 都 属 


D 当 正 负 号 对 我 们 的 讨论 没有 什么 影响 的 时 候 , 为 了 不 分 散 注 意 
力 , 我 们 将 用 + 来 代替 + 或 -. 


| 
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于 B,. 
BEF 中 只 出 现 一 因子 是 形 如 zi 者 , 假定 这 因子 是 xl, 则 只 需 讨 
论 下 面 这 种 情形 : 字 是 由 顺序 用 形 如 au; 之 元 从 左 或 从 右 去 乘 zi 的 办 法 
所 得 到 的 . 因为 , 不 然 的 话 , 就 会 找到 一 个 只 含 形 如 a; 因子 的 括号 , BH b 
将 是 较 d(b) 为 短 的 带 系 数 的 w 中 之 字 的 和 , 因而 由 假设 知 5 EA T B, 
中 的 了 ,由 于 a(65) > 2n +1, 故 至 少 有 一 个 形 如 a; 的 ,说 是 cl, 在 8 中 至 
少 出 现 三 次 , 利用 变换 (2), (3), 可 把 写成 一 些 较 短 的 字 和 一 些 具 有 
形 如 
ai(b1a1) 或 (aibi)ai， 
其 中 d(b1) > 2, 因子 的 字 的 和 .由 (4) 知 5 =~. Bd € B,. 
BEF b 中 出 现 两 个 以 上 形 如 xz; 之 因子 时 , 则 和 上 面谈 的 一 样 ,5b 可 
看 作 是 由 顺序 用 形 如 a; Z TAERAA ER ’b b: 的 办 法 得 到 的 , 由 于 
a(bib;) =+ (ab,)b2 + (b1a)b, + bi(ab,), 
(bib2)a =+ bi(b2a) + (bia)b t b4(ab5), 
我 们 得 b = Dd) tb 6;,, 因 为 4(5;) < ad(5b), 故 ,由 假设 ,所 有 的 bj € 


B,, Bb € B,. 
推论 “任意 可 解 ( 因 之 , FES) 交错 代数 A 是 局 部 有 限 的 2. 
WEAR: RANA 
A= AC > A2 DD A) mE Al = Q. 


B Tg ACD LAO 之 理想 子 代数 , AAA, 是 零 代数 , 因而 


是 局 部 有 限 的 . 故 根据 预 理 , 立 得 这 个 推论 . 
预 理 3 ” 若 基 本 域 之 特征 数 不 为 2, 则 由 局 部 有 限 代 数 借 助 于 局 部 有 
限 代 数 所 得 的 扩张 知 当 代数 是 局 部 有 限 的 . 
WRR: RIEA 中 有 
[Czy)w]z + [(xz)wly + [Cyz) wx 
= (xy)Cwz) + (xz) wy) + (yz) (ux). 
中 4 是 任意 代数 ( 指 非 结合 代 数 ) X,Y 是 A Z TAE, Rx 
示 所 有 形 如 zy 之 元 素 , 其 中 ,x € X,yE Y, 在 A 中 所 生 之 子 代数 . 定 
X AO = A, AD = AQOAXO, A! = A,A! = AiA .车 存在 自然 数 


n, A — 0, 则 A 被 称 为 是 可 解 的 , 若 存 在 自然 数 n, 使 A” = 0, 则 A 
被 称 为 是 矫 零 的 . 


$x-b,y-aj,w-aj,z-a,8 
[(5aj) aja; =— [(a;a,) a;]b ~ [(5 a4) aj]a; + (5aj)Cajas) + 
(aja) Cajb) + (b ay) (a; a;) 
=— [(b a) ajla; +. (5) 
ra; = a, MiC a;)a;]a; =- [(ba;)a; la; * co, BARBERS EME 
数 不 等 于 2, 故 由 是 得 
[(5 a;)a; l]a; =~”. (6) 

Wk-[2( +1)] + 2(n +1). SHF b 之 长 作 归 纳 法 来 证 W c 
B,. i d(b) <k, lll p € W, C B,. t d(b) >k. 

THESE b 中 只 有 一 个 形 如 zxz; 之 因子 , 说 是 x1, 则 由 于 若 当 代数 是 交 
换 的 ,得 5 = zxa;…a; O, 因为 不 然 的 话 — co. HF d(b) > k, BOE — 
ai, MONDE a1, VEDE b 中 出 现 三 次 .利用 交换 (5) 我 们 得 

b =+2x4;a, ajar" 十 CO 或 b-—tra;aja,-" +O, 
其 中 ai, a; 并 不 假定 是 和 al 不 同 的 元 素 .由 (6) 知 ,5 =~, BB 5 € B. 
现在 来 考察 在 字 b 中 至 少 出 现 两 次 形 如 rz; 之 因子 , 先 提出 两 点 注意 
事项 . 
若 给 出 字 b = bib aja; , m p>2, 0h 
bib2 aia; = — (bı aja;)b2 — (ba aja;) b4 + (by b2)0(a;aj) + 
(bi aj)(52 a) + Cb, aj)(b5 aj) 


4 
= >) b b; +. 
Tr | ? 


b! = jb; b, +X, 当 p = 2h, 
b = Yjbjb, a; +, M p = 2n * 1. 
(bib263)d =- [(b1d)bs]b, — (bsd)bs]b, + 


(bibo)(Ébad) + (b,b3) (bod) + (bob3)(b4d) 


一 2b, b; bi , 


中 其 中 X ai an-l a, = (xra,y"7a,4)a,. 


一 7 ————— 
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= Fe 


其 中 4 = a Rd E w, fb = b; b, bjp P b € By. 


若 5 = biban, 则 显然 5 E Bi. 因 此 根据 上 面 提出 的 两 点 , 剩 下 来 的 只 
需 考察 当 字 5 有 下 面 的 形状 ;在 6 PAS 个 形 为 zx; 之 因子 .因此 在 5 中 可 
划 出 S 个 最 大 的 括 强 .他 们 中 的 每 一 个 只 包含 一 个 形 为 x; 之 因子 , 而 其 
他 的 因子 是 形 为 a; 的 .在 这 些 括 弧 之 外 还 剩 下 上 个 形 为 a; 之 因子 .这 些 因 
子 我 们 称 之 为 自由 的 因子 .每 一 个 自由 因子 a; 都 只 出 现在 形 如 51652a; 之 
HMF, 而 这 个 括 弧 不 再 被 任何 a ER. 

对 d(b) FBAR, 易 证 对 这 样 的 字 . 有 


PIE « S, (7) 


其 中 | 2 的 整数 部 分 . 证 明 时 只 要 注意 到 字 6 本 身 之 形 也 是 6 = 
b,b2a,;. 
提醒 一 下 
d(b) >k = [2(n + 1)]? + 2(n * 1). (8) 
现 分 下 列 两 种 情形 来 讨论 : 
a) 当 S 委 2(2 +1) 时 . 由 (7), (8) WF b 中 必 有 一 子 字 
b = Tidi, Ajai, ELKE dlb ) 2n +2. 因 之 ,在 这 一 子 字 中 某 一 
a, 必 至 少 出 现 三 次 .由 刚才 证 过 的 知 训 =c Bl b € B,. 
b 4S>2(n+1) A. (7), (8) Men +1. 即 在 自由 因子 中 
至 少 有 两 个 相同 的 . 
bib2 aib3 aj =— bıb2a,b3 a; — (ajaib3)(b1b2) + [(b1b2) a; ](b3 ai) + 
[(5152)a,](55 ai) t (a,a;)(b,b263) 


(bib a; ba aj)b4 az"? =- (biba ajbs ai) ba aye + 2,5, bibi, tA, 
(97) 


[C5162)a;][C(53564)aj] =- [(6162)a;][ (6364) a;] — [(b1b2)(b3b4)] - 
(a;aj) + {(b,b2)a;](b3b4)a; + 
[(b1b2)ai(b3b4) Ja; + (a;a;)(b3b4) (152) 
=- [Gi53)ajlL(5354)a;] + 2 )bj b; bj, +o. 


(9) 


当 a; = a, 注意 到 基本 域 之 特征 数 不 是 2, 得 


I, = biba; b3 a; = 2 jbj b, +, (10°) 
j 
I; 一 (bib5ajb,a;)baa,' — 2 jb, b; bj, tco, (10°) 
j 
J = [Gib3)ailM(53b4)a;] = 25d; bj bj, +. (107) 
i 


利用 变换 (9), THF b 化 为 一 些 含 形 如 1, I,J 子 字 之 字 的 和 .因此 利用 
(10) 和 上 面谈 到 的 一 些 注意 事项 ,得 b €. B. 

推理 ” 若 基 本 域 之 特征 数 不 为 2, 则 可 解 ( 因 之 , BFS) 知 当 代数 是 局 
部 有 限 . 

证 明和 证 预 理 2 之 推理 相仿 . 

至 于 谈 到 李 代 数 , 则 我 们 给 出 一 个 例子 来 说 明 , 这 样 的 论断 一 般 讲 是 
不 对 的 . 

例 è Seli = 0,1,2,…) 是 代数 A 之 基底 , 令 

ef=0, i=0,1,2,. ee; =— eRe, i,j = 0,1,2,. 
ee; = 0, 4j-7L2," ege; = el 1= 1,2,°° 


易 检验 , A BERR, BR 是 以 e,(i = 1,2,…) 为 基底 的 向 量 空间 , WR 


是 A 之 局 部 有 限 理想 子 代数 且 S 是 一 维 代数 , 但 A 不 是 局 部 有 限 的 , 因 
为 eo, el 已 生成 A. 

由 此 例 可 见 , 可 解 李 代 数 , 一 般 言 , 也 不 见得 是 局 部 有 限 的 .并 可 看 出 
预 理 3 中 对 域 之 特征 数 之 限制 是 必要 的 , 因为 上 例 中 之 代数 当 域 之 特征 
数 等 于 2 时 也 是 阁 当 代数 ， 

我 们 在 下 面 给 出 被 讨论 的 扩张 李 代 数 是 局 部 有 限 的 充 要 条 件 , 为 了 
这 个 目的 引入 代数 的 李 代数 的 概念 , 令 R 是 李 代数 4 之 理想 子 代数 .我 
们 称 a € A 是 R 上 的 代数 元 素 , 若 对 任意 = € R, 存在 这 样 一 个 正 整数 & = 
&(z,a), 使 下 列 元 束 :z, xa, xa? = (za)a…za = (za !)a 是 线性 
相关 的 . 称 A 在 其 理想 子 代数 R 上 是 代数 的 , 若 其 每 一 元 素 是 R 上 之 代 
数 元 素 . 称 A 是 代数 的 李 代数 , 若 A 在 自己 上 (在 A E) 是 代数 的 . 

预 理 4 由 局 部 有 限 代数 R 借助 于 局 部 有 限 代数 所 得 之 扩张 李 代 数 
A 是 局 部 有 限 的 充 要 条 件 是 A 在 其 理想 子 代数 R 上 是 代数 的 . 

HEAR: 47 A 是 局 部 有 限 的 , 则 A 之 任 二 元 素 在 其 中 生成 有 限 子 代数 . 

— 9g —— 
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AZ A 在 R 上 是 代数 的 . 
EAER 上 是 代数 的 , 则 对 每 个 a,(i = 1,2,…,n) 存在 一 自然 数 
nis A 


xaii =”, (11) 


其 中 xz 是 R 之 子 代数 X SERRE. Sb = > n; + 1 用 对 字 之 长 作 归 


纳 法 来 证 w C B,. 
在 A 中 我 们 有 ;(ab)c + (be)a + (ca)b =0. 令 a = ai,c = aj.18 
(aaijai =+ (aja;)b + (bai)a; = t (bai)a; +~. (12) 


Zi d(b)s k,Blll b € w C B,. Ut d(b) >k. 
A TEYb 中 只 有 一 个 形 为 zx， 之 因子 ,说 是 xz, 由 于 cd =- de, ERS 
面 所 讨论 的 一 样 ( 见 预 理 3 之 证 明 ), 可 设 


b = zai aip’ 


因为 4(5) >k = Dn + LEGE ai, 说 是 al, Eb 中 至 少 出 现 ni 次 
利用 变换 (12) 得 
b -t raja "a, +O, 

由 之 , 据 (11), 得 5 =~, Blo c B,. 

RATE 上 中 出 现 两 个 以 上 的 形 如 zi; 之 因子 , 则 = bi b2a; ai. 由 
ÆA: (b1b2)a =+ (51a) b; T (55a) b, y 8 b 一 5 + bibi c B,. 

推理 1 代数 的 可 解 李 代 数 A 是 局 部 有 限 的 . 

这 是 我 们 附带 得 到 的 与 李 代数 中 Engel 问题 相关 的 结果 (参看 
[13]) . 这 个 推论 的 证 明和 上面 的 推理 的 证 明 相 辣 . 

推理 2 BSE RAE A RA. 

这 是 因为 医 零 李 代数 是 代数 的 可 解 李 代数 , 我 们 把 这 可 以 直接 的 、 很 
易 证 明 的 结果 作为 一 个 推理 放 在 这 里 是 因 以 后 要 用 到 ， 


$ 3 .一 些 定义 和 符号 
设 在 代数 A 中 被 选 出 理想 子 代数 串 |R), 有 性 质 
R=R,DR2D*DR,D, ÑR, = Q. 
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若 把 Ri,i = 1,2,… 当 作 是 零 的 邻 域 , 则 4 将 成 为 拓扑 代数 .用 | R;| 所 是 
义 的 拓扑 结构 叫做 R - 拓扑 结构 . 

我 们 称 域 6 上 的 拓扑 向 量 空间 M 是 在 拓扑 结合 (交错 , 李 , 者 当 ) 代 
数 A( 在 域 ® 上 的 ) 上 的 拓扑 结合 (交错 , E, 若 当 ) 模 , 若 被 定义 了 一 个 M 
之 元 素 与 A 之 元 素 间 的 乘法 , 满足 下 面条 件 : 

1. MAC M,AM C M. 

2.4; a € Ó,m,m,, m; € M,a,a;,a,€ A, M 

a(ma) = (am)a = m(aa); alam) = (aa) m = alam); 

(a; + a2)(m, + m3) = aym, + aymz + ay m, + a2m2; 
(mı + m3)(a, + a2) = mia, + miaz + maa, + maaa. 

3. 在 结合 模 的 情形 , 有 恒等式 (zy)z = x(yz), AP x,y,z 三 元 素 
中 的 一 个 属于 M, 其 余 的 属于 A. 

在 交错 模 的 情形 , 表示 式 [z,y,z] = (zy)z - x(yz) 经 其 中 任 二 元 
素 之 对 换 后 变 号 , 其 中 z, y, zx 三 元 素 中 的 一 个 属于 M, 其 余 的 属于 A. 

在 李 模 的 情形 ，- am = ma, KPa € A,m EM, 还 有 (zy)zx + 
(yz)z+(xzrz)y = 0, 其 中 zy,z 三 元 素 中 的 一 个 属于 M, 其 余 的 属 
T A. | 

在 知 当 模 的 情形 , am = ma, Ha € A,m € Mi [(xy)wlz + 
[Czz)wly + [Cyz)w]z = (xy) Cwz) + (xz) (wy) + (yz) (wr), 其 中 
z,y,z,w 四 元 素 之 一 属于 M, 其 余 的 属于 A. 

4.M 中 之 元 素 和 A 中 元 素 间 的 乘法 是 连续 的 . HABE 
am € M(ma € M), K'Pa € A, m € M 之 任 一 邻 域 N, 则 可 找 出 元 素 
a 之 邻 域 A4! 和 元 素 m 之 邻 域 Mi, 使 有 AM NOMI,A,€ N). 

为 简便 计 , 我 们 将 用 A - 模 来 代替 .“ 在 代数 A ERR”, KM 中 之 自 
成 为 A - 模 的 封闭 子 向 量 空间 为 4 - 模 M 的 A - FR. Am € M, Mi 是 
M 的 A - 子 模 , 则 称 集合 m + M, 为 线性 集合 .一 个 A CRM 被 称 为 是 线 
性 紧 致 的 , 若 具 有 下 性 质 ( 将 称 之 为 有 限 交 ) 的 由 线性 集合 组 成 之 集合 的 
所 有 元 素 之 交 不 为 零 . 这 个 集合 的 每 有 限 元 素 ( 线 性 集合 ) 之 交 不 为 零 . 

为 简便 计 , 把 符号 的 用 法 肯定 下 来 ,用 A 表 下 列 代 数 :在 任意 域 上 的 
结合 代数 , 在 特征 数 为 零 的 域 上 的 交错 代数 , 或 若 当 代数 , 或 代数 的 李 代 
数 . 我们 将 不 重复 对 域 的 特征 数 的 限制 , 只 是 说 “在 特征 数 为 被 允许 的 域 


PaA e 


上 的 代数 A”. 字母 N, C, P,Q, R 之 用 法 请 看 [1] 中 §4,°A 是 可 分 解 
的 ”, R - ABM, R - Ff, R - SSJCUESE OUI [1] 中 $4. 
对 结合 代数 , 交错 代数 , 李 代 数 . 令 
RU = R, gll {RR REIR? 
R, = R, R,;-EHER,R. 
显然 , 对 结合 代数 和 李 代 数 言 RU! = Ri. 对 若 当 代数 令 
Ri = R, R,- IR, íR*,(R, 4R)RI 
RH = Rj, 
因为 R 是 A SHAT AUK MRR) 也 是 A 之 理想 子 代 数 .事实 
b, 当 讨 论 结合 , 交错 , 李 代 数 时 , 欲 证 这 一 事实 , 只 需 利 用 Jacobi 恒等式 ， 
或 关于 结合 子 ( 指 [a,8,c]) 之 恒等式 (参看 预 理 2 证 明 的 开始 部 分 ) 很 易 
证 得 , 至 于 谈 到 若 当 代数 , 设 Bi, Bo, B; 是 若 当代 数 A 之 三 个 理想 子 代 
数 , 令 
B = |B1CB5 B3), B2.(B1B3), B3 (B4B), 
则 B 将 是 理想 子 代 数 , 这 是 因为 * 
[(B1B5)B3]A = + {(B,A)B3]B, + [(B2A)B3]B, + 
(BiB;)(B5A) + (B,A)(B;B2) + (B;7A)(B4 B4). 


$ 4. 局 部 N - 根 


关于 局 部 N - 代数 , 局 部 N - 理想 子 代数 和 局 部 N - 根 之 定义 可 参 
看 [1]. 

预 理 5 ”车 B 是 结合 代数 , 或 交错 代数 , 或 代数 的 李 代数 或 若 当代 数 
A( 其 域 之 特征 数 是 被 允许 的 ) 之 局 部 N - 理想 子 代数 . 若 商 代数 会 是 局 
部 NN -代数 , WU A 也 是 局 部 N - 代数 . 

证 明 : 由 预 理 1 ~ 4 和 由 他 们 得 到 的 推论 , 知 代数 A 是 局 部 有 限 的 . 
E D 是 A 的 有 限 子 代数 , 则 B 门 D LS 方 也 是 有 限 N - 代数. 因 之 ,了 
本 身 也 是 N - 代数 . 

推论 XR 是 代数 4 中 所 有 的 局 部 N - 理想 子 代数 之 和 , WR 是 局 


部 N - 理想 子 代数 而 = 会 将 不 再 有 非 零 的 局 部 N - 理想 子 代数 ， 


这 一 推论 说 明 . 在 我 们 的 四 种 代数 中 局 部 N - 根 是 存在 的 . 

根据 $2 的 结果 , 由 [1] 中 之 定理 1 可 导出 下 面 定理 . 在 定理 的 叙述 
中 对 结合 , 交错 , 春 当 代数 的 情形 略 去 了 A 是 局 部 有 限 的 假设 , 而 对 李 代 
数 的 情形 , 则 用 “A 是 代数 的 ” 的 假设 去 代替 条 件 “A 是 局 部 有 限 的 ”. 

定理 1 OR 是 结合 代数 ,或 交错 代数 ,或 者 当代 数 或 代数 的 李 代数 


A( 其 域 之 特征 数 是 被 允许 的 ) 之 局 部 N - 根 , 若 全 是 局 部 C -代数 且 其 维 
数 不 多 于 可 数 的话 , 则 

GA 是 可 分 解 的 , 即 A = P+R. 

(i)Q 在 A PSP 之 某 一 子 代 数 弱 R - 3098. 

这 里 我 们 要 特别 提出 下 面 这 一 点 来 . 就 是 在 以 后 我 们 将 用 到 R - 内 
自 同 构 的 具体 表示 式 1 + f, 在 研究 [6], [7], [8], [10] 中 关于 这 四 种 情形 
有 限 代数 的 分 解 的 唯一 性 (对 R -A BL IRI SE) 的 定理 以 后 , 并 且 注 意 到 ， 
事实 上 在 [1] 中 之 预 理 2 和 定理 1 中 所 出 现 的 R- 内 自 同 构 是 代数 A 中 之 
某 一 有 限 子 代数 中 之 可 扩充 到 A 上 的 N - 内 自 同 构 , 我 们 能 断定 它们 的 
表示 式 是 有 下 面 形 状 的 . 

a) 对 结合 代数 言 ,c =1-R,-L,+L,R,, 其 中 xx = zz = 


rtr,x,x ER; 


b) 对 交错 代数 言 , 。 = [TexpD;9, 其 中 D; 之 形 如 D， 


= 2 (LR,, R.]*[L, R.]* [L,,L.1., EA, TER. 
c) 对 知 当 代数 言 , c = Ilex, 其 中 D, 之 形 如 DD. 


D = Ð Dya, = DUR RJ, w EA z ER. 


— 


d) SER, o = JITexpp,, 其 中 D; = Res zj ER. 
其 中 [ca,5] = ab — ba. 


3 
D 其 中 expD -1« D+ DEP po 


| 
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§ 5. fil 理 


预 理 6 令 R 是 结合 代数 ,或 交错 代数 , 或 若 当 代数 或 代数 的 李 代数 
A( 其 域 的 特征 数 是 被 允许 的 ) 之 局 部 NN - 根 . 若 R = OM R 是 线性 紧 致 


(对 离散 拓扑 结构 言 ) 的 A LEA = 会 是 任意 多 个 有 限 C - 代数 的 直 
Al, WU A 是 可 分 解 的 . 

WEBB. 根据 预 理 1 ~ 4 及 其 推论 , 由 本 预 理 之 假设 立即 得 A 是 局 部 有 
限 的 . 

SA = VA, 其中。 走 遍 某 一 脚 码 的 集合 w, 令 有 限 C -代数 ,之 
基底 是 5 cub, Hu ew Z FRA, MAB, 表 》)A。, 用 BB。 表 子 代 
BB, 在 A 中 的 完全 原 像 .对 所 有 可 分 解 的 子 代数 B, 之 集合 应 用 Zorn 的 
选择 公理 , 我 们 可 得 到 子 代 数 B,, 其 分 解 式 

B, = P, +R (13) 
是 不 可 以 继续 的 , 这 是 说 ,不 存在 w FRAUD v, 其 所 相应 的 B, 之 分 
I B, = P, + R 有 性 质 P, DP, 现在 剩 下 来 要 证 明 的 是 w = w, BI 
证 B, = A. 

假设 存在 一 脚 码 8 & v. 令 P, = 2;P.. 其 中 P, 之 基底 设 为 4。, i = 
1,2,…, n, EH. b, = a, 9. v 

我 们 先 证 , 在 每 一 R CAR, € A, 中 存在 一 零 化 P, 之 代表 . 令 a 是 
陪 集 a € Ap 茶 一 固定 的 代表 .我 们 作 下 面 对 于 未 知 元 素 x GER 中 ) 之 
方程 组 (G,),a € v: 

(a —x)a, =0 RẸ Lla, = Ala» 

aa (a —-z)-2-0 Bf aotZ = Aal, 
其 中 i = 1,2,…，,mu. 易 见 , 若 此 方程 组 之 解 z 存在 , 则 在 陪 集 a 中 可 找到 
FAE P, ZAR, 反之 亦 然 . 


D 若 日 是 代数 A HFRS, NB AS EE SUA A- 会 下 
BRA 中 之 像 . 


Ai 1,27 是 方程 za。= aa, (az = a.a) 之 解 , 则 zi — x. JEDE 
Zau = 0(auz = 0) 之 解 . 

ik, 方程 组 (G。) : 

Laa = 0 M aaz = 0,72 =1,2,°",n7,; 
之 解 组 成 代数 A 的 理想 子 代数 , 为 此 只 需 证 
a, (bx) = (br)as = a, (xb) = (xb)a, = 0, (14) 
HF b € A, M r 是 方程 组 (G。) 之 解 . 令 a, xa, 中 任意 元 素 , £ Ul 
ba, = Dj) fda +t xa ab = Dj fiaa + xs 
其 中 rr € R, 而 f; 和 f; 属于 基本 域 $B 中 .因为 R* = 0, 故 有 
r(ba,) = x(a,b) = (ba,)x = (a,.b)x = 0. (15) 
我 们 现在 对 每 一 种 情形 分 别 来 证 等 式 (14). 
a) 对 结合 代数 育 , 由 (15) 和 z 之 选择 知 (14) 是 显然 成 立 的 . 
b) 对 交错 代数 言 , 有 
a,(br) =+ (a,b)x + (ba,)x + b(a,x) = 0, 
EE a (xb) = (óx)a, = (xb)a, = 0. 
c) HERAS, S 
a, (bx) =+ (a.b) x + (ax)b = 0, 
AZ a,(xb) = (bx)a, = (xb)a, = 0. 

d) 对 若 当 代数 言 . 因 为 P, 是 半 单 纯 的 , Bia, = 2 filate 因 之 为 
SUE (14), RUE (ata, )(bx) = 0 就 够 了 ,我 们 来 做 这 一 点 . 

(aala )( bx) =+ (a x) (a,b) + (a.b) (a) + [ (a.a, )b]a + 
[(a.x)bla, + (Ca, )b la, 
= 0. 

这 样 我 们 证 明了 ,方程 组 (G。 ) 之 解 的 全 体 组 成 4 CHT RRE,. 
因 之 ,方程 组 (G。) 之 解 的 全 体 组 成 线性 集合 r, + E, 其 中 x。 是 方程 组 
(G,) 的 任 一 解 . 

可 断言 ,所 有 线性 集合 r, + E, a € v, MEZRA E 必 有 有 限 交 的 
ER, BU E 之 任意 有 限 元 素 ( 线 性 集合 ) 之 交 不 空 ,事实 上 , 由 定理 1 知 对 


任意 有 限 个 脚 码 a; € v,i = 1,2,…, .于 代数 万 = Apt DAL 在 A 中 


-一 1 — 


| 
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之 完全 原 像 H 是 可 分 解 的 , 即 H = Ps + R, 并 且 可 以 适当 的 选择 Pa ， 


EASP, C Pp BZ, 在 每 一 障 集 a E Ay 中 存在 一 零 化 >) P, 的 代 


表 . 即 已 证 ,集合 E 是 有 有 限 交 的 性 质 的 . 

由 于 根 R 是 线性 紧 致 的 , RRS E 中 之 所 有 元 素 有 不 空 之 交 , 即 对 
任意 陪 集 a € Ag, 存在 有 零 化 P, 之 代表 a, 即 aP, = Pa = 0, 其 中 a 是 
属于 v 中 的 任意 脚 码 . 若 在 每 一 陪 集 28 € Ao 中 取 一 等 化 P, 之 代表 , 则 这 
些 代 表 组 成 一 有 限 集 合 . 因 A 是 局 部 有 限 的 , 这 集合 生成 一 有 限 子 代数 
Ag C A. ^ E 

AP, = PAg = 0. 
为 此 , RUE: Bs € P,, 其 中 a € v, HA Pa = aP, = Pb = bP, = 0, 
WW s(ab) = (ab)s = 0. 重 复 上 面 所 引入 之 讨论 a) ~ d), 可 证 此 论断 . 
FR ~ Ay, 据 定理 1 得 

Ag = Pg * Ag {| R, 
其 中 Pe = Ag RAIP4P, = P,P4, & Bus 是 子 代数 B, + AS 在 A 中 之 完 
全 原 像 , 则 

B,ug = (P, + Pg) + R. 

这 和 分 解 式 (13) 之 选择 是 矛盾 的 . 

97 SR 是 结合 代数 , 或 交错 代数 , 或 代数 的 李 代 数 4( 其 域 的 
特征 数 是 被 允许 的 ) 的 局 部 NN - 根 . 若 R 是 线性 紧 致 (在 离散 拓扑 结构 中 ) 


A - 模 , HA = 会 是 任意 多 有 限 C - 代数 的 直 和 , 则 对 每 一 自然 数 上 有 下 
面 等 式 :4 = St + R, 其 中 S, 是 子 代 数 , St 门 尺 = RU Sm Sr. F 
是 得 车 RU = 0, 则 A 是 可 分 解 的 . 

证 阴 : 设 对 某 一 自然 数 & 有 A = S, +R, HHS, 是 子 代数 而 Si N R 


= RU(34 k = 1 BRA fES,, 我 们 可 得 这 样 的 等 式 ). 现 来 研究 代数 


EN 
RU . 


S, 

gU SS S+R A +- 
R TREI SART R R 
Rieti 


[&] 
ARE E d — St) - 


事实 上 , AS tnt aet gis HERDAR T 内 的 理想 子 


代数 也 是 一 一 wen - 模 令 E 是 一 二 一 在 A 中 之 完全 原 像 ， A RPDE 
> RPI, ach FRR" RE PORT RSE ES PRESS 


z+ mM 在 A 之 完全 原 像 也 是 A - 模 R 之 线性 集合 , 故 最 后 得 Au 是 
APER iss - 模 

但 知 

故 , 据 预 理 6, 有 


S, Sia sU 
ReH RU * gir 


Bn Sp = Spar + RI, 


其 中 Sei EPRE- 在 A 中 之 完全 原 像 , 旧 知 Soi N R = 


RU*U, 由 是 得 
A = S+R = Spi, +t RYI4+R = StR. 
其 中 Si 站 R= Sia N S NAR = RENA S = RU*U. BHR 
们 证 明了 对 每 一 自然 数 都 有 等 式 A = S, + R, 其 中 S 是 子 代 数 而 
S, Q R = Rt 
#24 R] = 0, W$ A = S, + R, HF S, N R = RU! = 0. 


$6.m 理 


WBS RA 是 结合 代数 ,或 交错 代数 , 或 若 当 代数 ,或 李 代数 ,B 是 
离散 拓扑 结构 下 的 A - 模 , 则 对 B 之 A - 子 模 有 最 小 条 件 与 4 - 模 B ER 
性 紧 致 是 等 价 的 . 

证 明 ; 设 E 是 具有 有 限 交 性 质 的 , 由 线性 集合 ta + E。, 其 中 a € W, 


BEzpnP ir 


而 w 是 脚 码 的 某 一 集合 组 成 的 集合 , E 中 任意 有 限 个 元 素 之 交 仍 是 线性 
集合 , 显然 是 不 空 的 集合 . 所 有 可 能 这 样 得 来 的 线性 集合 用 rg + Ep 来 
表示 , 其 中 8 € WwW, mW 是 脚 码 的 某 一 集合 . 若 对 B 之 A - 子 模 有 最 小 
条 件 , WHE A - 模 Es, pE W 中 至 少 存 在 一 个 最 小 的 ,说 是 El . 今 x。 + 
E” = (zi + Ey’) N (a, + Ex). SHER a € WX,’ + E/ 是 不 空 的 ， 
AÈ E’ = E NE, = Er. BE r, +E, Da, +E; BÆN EA 
不 空 之 交 , 即 由 最 小 条 件 得 出 来 线性 紧 致 性 . 
现在 来 证 反方 向 的 论断 . 设 在 B 中 对 A - 子 模 不 满足 最 小 条 件 . 那 就 
必 存 在 由 A - FRA RAZORS | M,} AEM 
M,2M;,2-2M,2-:- 
i x 是 某 一 属于 M; 而 不 属于 Mo,,i 之 元 素 , 显然 元 素 zi(i = 1,2, 2 Æ 


线性 无 关 的 . 因 之 , 可 以 把 它们 看 作 是 M 的 底 元 . 令 由 线性 集合 > zi + 


Maa n = 1,2,… 所 组 成 的 集合 数 瑟 . 易 见 瑟 是 具有 有 限 交 性 质 的 . 若 吾 
是 线性 紧 致 的 4A- 模 , 则 已 有 不 空 之 交 . 即 至 少 存 在 一 元 素 属于 所 有 的 


线性 集合 Dz + Mn = 1,2,… 元 素 8 应 该 可 表示 为 Mi 的 有 限 个 基 


元 的 线性 组 合 ,但 这 却 和 元 素 5 之 定义 不 合 . 
预 理 9 SR 是 结合 代数 或 交错 代数 A( 在 被 允许 的 特征 数 的 域 上 ) 
的 局 部 N - 根 .车 R? = 0, 及 R 是 在 离散 拓扑 结构 中 线性 紧 致 的 A - 模 . 
HEA = 会 是 任意 多 有 限 C -代数 的 直 和 , JU P^ 在 A 中 与 P dU Ui 
更 清楚 一 些 , Po = P', 而 o 之 表示 式 在 $ 4 中 曾 给 出 了 . 
证 明 : 设 P= 》S,,P' = XS, ,Ss。 = S。 ,a € W, 而 W 是 脚 码 的 
某 一 集合 , e, 是 半 单 纯 代数 S。 之 单位 元 . 
先 证 :SR 是 A 之 理想 子 代数 , 因 R? = 0, 故 为 此 只 需 证 (SR )S & 
Se(S,R),B € W, BAE SR FP. 
a) 对 结合 代数 言 这 是 显然 成 立 的 . 
b) 对 交错 代数 言 , 由 于 当 a p 时, SS = SS, = 0. 故 对 任 一 8 € 
W 我 们 有 
Sg( SsR) =+ (SpS,)R + (S,Sj) R + S,(SpR) C SR, 
(S,R)S, =+ Ss(RSg) + (S,Sg)R + S,(SpR) C SR. 


故 证 得 SR 是 A 之 理想 代数 ,下面 我 们 来 证 , 5 a 25 B FTS,R N SpR 
= 0. 为 此 只 需 证 e (s.m) = Saz, e sax) = 0, 其 中 c Sas sp € Sg, 
a 关 B Mir E R. 这 是 因为 由 于 R* = 0, SR 中 之 元 素 是 形 如 Sez 之 和 的 
缘故 . 

a) 对 结合 代数 言 这 是 显然 成 立 的 . 

b) 对 交错 代数 言 , 有 

e, (syz) = (easy) 工 一 [essy 工 ] = Ceosy)x + Isy, e x] 


= (esy) £ t+ Csy e )x — s,Ceax), 


Xiy-a,W| elsa £) = 25€ ~ Salea x), (16) 
ay = p, €q(sg x) = — sgCe, x). (17) 
利用 (16) 可 得 


eal S E) = egleg(s.x)] = ec[2scz — s, Ceox)] 
= 2e, sax) — eal s. Ceox)] 
= Real Sex) — | (esq) (ex) + (Sele) (eax) — ssleCeux)]! 
= Real Sat) ~ Salet), 
Bl e (sx) = so(ez). 因 此 ,再 利用 (16), 得 
e s.m) = sm, 
利用 (17) 可 得 
ea (sax) = egleg(sgx)] — — eL sgCezz)] 
= sgle,(ex)] = splex) =- e, Csgx). 
即 eg) = 0. 这样 证 明了 当 a Æ g 时 , SR N SR = O. 


同样 (SSR) N SR = 0,0; 4 8. 

相仿 地 可 证 , RS, EA 的 理想 于 代数 

HA ( SERS.) N RS; = 0, a; 7 f. 

假设 存在 无 限 多 个 非 零 的 理想 子 代数 SR, ÑE S.R, i = 1,2,… 若 
4 R(n) = Xs. R, DIFER CIE FE HERE T- FUR R(n) C R fF 


BR UP, 这 是 不 可 能 的 ， 因为 据 预 理 8, 对 包含 在 R 中 之 A 的 理想 子 代 
数 言 最 小 条 件 是 成 立 的 .因此 在 SR, o € W 中 非 零 的 只 可 能 有 有 限 个 . 
这 说 明 除 有 限 个 脚 码 外 ,对 W 中 之 脚 码 a 我们 有 SR = RS, = 0. 这 样 可 
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DE PAP’ 写成 下 面 的 形状 ， 
P = P] + Pa, P = Pi + Pi, 

其 中 P; = Pi,i = 1,2.P, 是 有 限 C -代数 而 PR = RP, = 0. 

据 定 理 1 知 , 在 代数 A! = Pi + R= Pi +R 中 存在 R - 内 自 同 构 
o=1 +f(R. ;Ly ), 其 中 zy € An E Pio = Pi. 就 像 在 [1] 中 那样 
(参看 [1] 中 之 预 理 1 和 定理 1 的 证 明 ), o 也 是 4 FRR- AKRA. 注意 
到 PR = RP;,=0 及 PPi = P,P, = 0, 得 

Po = (P, + P5)o = Pj + Po. 

A -FH,GA,=S,+R=S+R, HPS, CP, WHEHI 
A, THE-TR -内 上 自 同 构 o。= 1 + fR, Ly ) So, = S.. At f, 
之 每 一 项 中 必 有 一 x, Ry, BFR, T PR = RP, = 0, 故 得 S。= Si, 
即 P, = P;. 因 此 

Po = Pi + Pa = Pi + Pi = 了. 

预 理 10 令 R 是 代数 的 李 代 数 A 〈 其 域 之 特征 数 为 0) 中 的 局 部 NN - 
R.R =0,HA=P+R =P +R, 其 中 P,P 是 A 中 之 有 限 C-- 代 
X, 则 存在 一 R - 内 自 同 构 。= 1+ R,. 其 中 x E€ R, 使 Pr = P. 

这 由 定理 1 后 面 一 段 话 立 即 推出 . 

预 理 11 令 R 是 代数 的 李 代 数 A (其 域 之 特征 数 为 0) 中 的 局 部 NN - 


根 . 若 R? = 0, R 是 在 离散 拓扑 结构 中 线性 紧 致 的 A - OL BA = 全 是 任 


意 多 有 限 C -代数 的 直 和 , WW PEA PSP’ ÆR- SH, BU Po = P^, K 
中 oc=1+R,,xE€R. 

WERA. S P = YS, P’ 一 >,S。 ,其 中 S, 一 S/,a c W.n w EH 
码 的 某 一 集合 . 令 S, RS, 之 底 元 顺序 为 s。; so ,i = 1,2,……， na. Sa, = Se . 
今 作 对 未 知 元 素 zx 之 方程 组 (G.,) 

Sq, + Sat = Sq d = 1,2,-",n,a€ W. 
Aor, X2 是 (G，) cM, Ry X1 — T? 是 下 面 方程 组 (G,“) 之 解 : 
sz = 0,1 = 1,2,"7,n,a € W. 
S E, 是 方程 组 (G。) 在 R 中 所 有 的 解 的 集合 .由 
(AE,)S, =+ (E,S,)A + (Sj[AJE, € (S, + R)E, = 0. 


知 AE, CE, ME, 是 A WHR TRA BR, GX, 是 方程 组 (Gu) 的 任 
一 解 , 则 X, + E。 是 方程 组 (G。) ER 中 所 有 解 的 集合 . 

据 预 理 10 知 , 所 有 的 线性 集合 X, + E, a E W, 所 组 成 的 集合 是 具 
有 有 限 交 的 性 质 的 . 故 由 A — ER 是 线性 紧 致 的 立 得 ,下 有 不 空 之 交 , Bp 
FERE X CR UMW 中 之 任意 a 言 , X 满足 方程 组 (G,), 这 说 明 


(Es) a+) = Ms. 
a€W ac€W 
易 见 ,o =1+R, ÆA 之 R -内 自 同 构 . 


8$7. 考 当代 数 的 分 解 


定理 2 ” 令 R 表 若 当代 数 A (在 特征 数 为 0 的 域 上 ) 的 局 部 六- 根 ， 


GR RAR, WA = 全 是 任意 多 有 限 C - 代数 的 直 和 , 则 A 是 可 分 
解 的 . 

证 阴 ; 先 证 ;存在 A 之 理想 子 代数 RR ,有 性 质 R D R 2 R*. 今 取 任 
意 包含 R 的 A 之 有 限 子 代 数 B. 由 [9] 中 之 预 理 知 , 有 一 由 代数 B 之 理想 
子 代数 (R;)p,k = 1,2,…,n = n(B), ARM MA, 其 中 

(Ro)g = R, (R41)s = B[(Ri)p]} + [CRe) Bl’ 
且 知 
(R,)g C R*. 

AR = (Ri)p, 则 R= (R)g = … = (R,)g € R°. B R RSH, 
YR R’. HI R D (Ry). 
设 R = AR? + R’, WR’ 是 A 之 理想 子 代 数 ( 见 $3) HDA RDR = 
AR? + R? 2 R*. 因 为 不 然 的 话 , AT R 是 有 限 的 , 必 存 在 有 限 子 代数 B， 
使 得 R = (Rig. 

现 对 R 之 维 数 作 归纳 法 来 证 明 此 定理 . 由 于 R 是 有 限 的 , 据 预 理 8 
Al R 在 离散 拓扑 结构 中 是 线性 紧 致 的 A - 模 . 

i R? = 0 (n = 1 时, R? = 0), 由 预 理 6 知 定 理 是 成 立 的 . 


设 R^ #0, 我 们 来 研究 代数 AL. 显然 È 之 维 数 小 于 R ZUG B 


~ A 
=p 


| 


XE 7pnpP Hb 


即 
其 中 S S, 在 4 中 的 完全 原 像 , 易 知 S“ 站 R = R .因为 R 之 维 数 小 


于 R 之 维 数 , 且 


故 据 同样 的 理由 , 我 们 有 
S=S+R, 

其 中 S 是 子 代数 而 S N R = 0. 

最 后 我 们 得 A = S +R=S+R， 其 中 SmnmR=SnSsS nnR 
= S/R =0. 

定理 3 令 R 表 着 当代 数 A( 在 特征 数 为 0 的 域 上 ) 的 局 部 N O-H. 
车 RR 是 有 限 的 , 且 朋 =Å 是 任意 多 有 限 C -代数 的 直 和 , 则 PP 与 P" 在 A 
H R- HH. 

证 明 : 令 P = $S., P = XS, S, = S.a € W, HF S, MS 是 
AR C - 代数 而 丈 是 脚 码 的 某 一 集合 . 令 e, BRAS, 的 单位 元 . 


利用 [11] 中 的 结果 , 若 e ELERS, 我 们 有 


A = A) + A1] A c), 


A,(1)A,(0) = 0, (18) 
其 中 A 之 子 向 量 空间 A。(A),》 = 1, 1,0, 是 由 A 中 所 有 具 性 质 ze = ax 
之 元 素 x 所 组 成 的 . 显然 ,有 


S, C A, (1). (19) 
当 a B RITE A, (1) C A。(0). 由 此 可 见 ， 
A, (1) N A.,(1) = 0. (20) 
并 知 A, te (1) 2 A, (1) + A。(1). 故 有 
Ae terrre (1) 2 ALO) + A G) + + A, (1), (21) 


其 中 ,8,…, y 是 不 相同 的 脚 码 . 


因为 等 式 (20) 仍 成 立 , BEE e, 和 es 看 作 是 任意 两 个 互相 垂直 的 靖 
等 元 . 故 , 由 于 R 是 有 限 的 , 据 (21) 知 , 包含 有 R 中 之 元 素 的 4A。(1)， 
o € W 的 个 数 只 可 能 是 有 限 的 ,说 是 A。(1),i = 1,2,…,n .并且 可 认为 
A,(1) f R= 0, RP e 一 32 zx Qj, 一 1,2,°° sn 

约定 好 , 在 下 面 将 出 现 的 脚 码 都 是 不 同 于 a;, i = 1,2,…,n 的 . 

令 RA) = RN AQ), 由 于 R 是 理想 子 代 数 ， 


HR = R.| 二 | + Re, (0), KR, [+n R |+) = 0,8 关 y, 这 是 因为 


1 
R,,(1) = om RT n R& [ile gu = 0. 
今 证 „+ (0) = R, (0) N R, (0), (22) 


Re, 
R(t] = R0 NR. (4). r, | L] A R 0. (23) 


B 


^ r€ R, 5a J, egr = 1,[1]., = PE 


N | 一 
e D 
& 
(TY 
a 
ATIS 
om] 
th 


， 因 之 "IE = 一 "E = 0， 这 是 因为 R. | In 


R. | 二 | = 0. 故 ze R,(0) N R., (0), EI R, s (0) E R,() N R,(). 
BIR Re +e, (0) 2 R (0) N Re (0), BAEK (22) 得 证 . 
Bre MES , AY 
( eg + ey)x = la = i| i| 十 5 2.,(0) = Lal i 十 Iz, (0). 
(eg + ey)x = 1, | 1) + tz, | 1j ; 
因此 z[l|-z0. z[i]|-z0. 
MI a = e| $) + a (0) € R| FN R0) + R0 N RIE). 


D $2 BA 的 元 素 , 用 过 (1),) = 1, 27,0, & z AQ) 中 的 
TË. 


| 


I Sop ata 


易 见 R, | 二] n R. (0) +R 0 N R| E)E n. +} .这 样 等 式 (23) 
也 得 证 . 

值得 注意 的 , 等 式 (22) 和 (23) 对 具 下 面 性 质 的 任意 两 互相 垂直 的 
WEE 7L €1, €2 都 是 成 立 的 , R。(1) 一 R, (1) 一 Re +e, (1) = 0. 据 等 式 (22) 
及 由 于 R 是 有 限 的 , 必 存 在 等 等 元 = 》 ep ,使 R.(0) 是 最 小 的 , BU, 
对 任意 脚 码 7 Æ B,i = 1,2,…， m, R, (0) 2 Re(0)， 由 


R 一 R。 1] 十 Re +.(0) 


R. | 二 | n R00) + R co n R| +] +R. (0) n R0) 


= R, (0) N R| 4| + Re(0) 
1 


= R| 1]. R,(0), 
f$ R, (0) 之 AES , 因 之 R, (0) 2 R| + + R,CO) = R,BI25 y Æ £; 
时 ,有 Rl = 0. 


至 此 我 们 已 得 到 下 面 事实 :除去 W 中 有 限 个 脚 码 之 外 , A, (0) DR. 

AZ, 据 (18)(19), 得 SR = 0. 故 可 以 把 P RP 写成 下 面 形状 
P = P+P,, P =P, +P, 
其 中 P; = Pi,i = 1,2.Pi EBR C-RA PR = 0. 重复 一 下 我 们 在 
预 理 9 之 证 明 的 末尾 所 作 的 讨论 , 便 得 
Po = P’, 

RP o ÆR- 内 自 同 构 , 它 的 形状 在 $4 中 给 出 过 . 

定理 4 SRRAARBA (在 特征 数 为 0 的 域 上 ) 之 局 部 NN - 根 ， 


GR 是 有 限 的 而 A = S 是 任意 多 个 维 数 不 多 于 可 数 的 局 部 C - 代数 的 直 
fü, 则 (i) A 是 可 分 解 的 , GDP ALP 在 A 中 是 R - WIH. 

据 定理 2,3 可 以 证 明 这 一 定理 , 其 办 法 就 和 在 [1] 根据 预 理 2 来 证 明 
定理 1 时 所 用 的 一 样 . 


$8. 预 理 


预 理 12 KR 是 结合 代数 ,或 交错 代数 , 或 若 当 代数 或 李 代 数 A 的 


理想 子 代数 . 设 门 R, = 0.( 门 Rl = 0), EX n = 1,2, 有 等 式 A = 


S, + R, 其 中 s, 是 子 代 数 而 S, N R = R,(S, N R = RI"1), 且 有 S, 
C S, . 若 A 在 由 RCRIO 人 所 定义 的 拓扑 结构 中 是 完全 的 , 则 令 S = 
(1 S,. VA A = S+R,BABASNOR =0. 

VERA: Wa BA 中 任意 一 元 素 , 则 对 任意 n 言 , 存在 有 S, 中 之 元 素 
s,, f a =s,(mod R).ARs,.,-s,€S,N R = R,(RI"1). 故 1s,| 是 


Wr SUP], 由 于 A 是 完全 的 , 则 1s, | MRP A 之 某 一 元 素 ; .因为 5, BF 
代数 而 在 所 给 定 的 拓扑 结构 中 又 是 开 集 合 , 故 S, BHM, 因 之 对 所 有 


fin Hs € S,, 即 s€ NS, = S. 所 以 A=S+R. 
n=1 


预 理 13 SR 是 结合 代数 A 的 理想 子 代数 .车门 R= 0, 而 A 在 
R -拓扑 结构 中 是 完全 的 . 则 对 任意 给 定 的 x € R 存在 一 元 素 x C R, 使 
xxr =xx=xt+a2,Mo, =1-R,-L,+L,R, 是 4 的 自 同 构 , 若 
y € R, W] oo, = c, ary 
WEAR: AA, — E WAR 中 某 一 元 素 x’, 且 有 zx = zz = at 
x . 令 a 表示 A 之 任意 元 素 我 们 有 
ao, = (a — ax — x'a + x'ax) — (ay — axy — x'ay + x'axy) - 
(y'a — y'ax — yra * yx ax) + 
(yay — yaxy — yx ay + y x axy) 
—-a-a(x-zxyt*ty)-(x -yx *y)a-* 
(r/- yx + y)a(x- xy * y) 
= 40, ryty 
这 是 因为 在 令 z = x 一 ry ty, z - x -— yr 十 y， 易 检验 是 有 等 式 zz 
=zz=z+z 的 . 
由 上 可 得 os. = 1 EFRR), 而 这 等 式 说 明 cx 是 A 到 A 上 的 一 
一 对 应 . 易 检 验 (ab)o, = (ac,)(be,), a, b € A. RIE o, ÆA 的 自 同 构 . 
MEL 令 RR 是 交错 代数 ,或 若 当 代数 或 代数 的 李 代 数 A (在 特征 


数 为 0 的 域 上 的 ) 的 理想 子 代数 . A = A 是 局 部 有 限 的 , BCR, = 


| 


aAa: 


o( NR!" = 0), RAXEUR,I CI RU) 所 定义 的 R -拓扑 结构 中 是 完全 


的 , 则 v = expD =1+D+2+-. JEP D 之 表示 式 在 $4 中 给 出 ,将 
是 A 的 自 同 构 . 
证 明 : 先 证 :c，= c(mod R,(R!'"!)) 9& ORI e 


ath) A. 


顶 理 2 ~ zie E [ 5 | 是 局 部 有 限 的 , 而 据 预 理 2 ~ 4, 由 于 A X 
Al filename, aA cla] een 因此 ， 在 


A ces | 中 任意 有 限 个 元 素 a,5,…,c € A 与 在 忆 之 表示 式 中 所 出 现 的 


zi My; 在 一 起 生成 一 个 有 限 的 子 代数 B.,,), 其 N ~ 根 包 含 元 素 x;, 今 有 
a) 对 交错 代数 和 和 奉 当 代数 的 情形 .由 [6], [7] 中 的 定理 知 D RAR 
代数 B(n) HES (RAT. 因此 存在 自然 数 = mla, n), 使 在 代数 


A{_A 
& gin] PA 
aD" = Q, 
即 aD" =0 (mod R,(R!*])). (24) 
b) 对 李 代 数 情 形 , 显然 , D 是 微分 和 
aD" =0 (mod R, = RI"!). (25) 


由 上 及 由 [7] 中 所 谈 到 的 事实 : 若 D 是 在 特征 数 为 0 之 域 上 的 代数 A 的 
TRAE DAT, 则 expD 是 代数 A 的 自 同 构 , AA o 是 子 代数 Bd Sc 


A| AS) 的 自 同 构 因 之 也 是 局 部 有 限 代数 但 | -f| 的 自 同 构 , B 


RU! 
(ab)o = (ac)(bo)(mod R,(R'")). 
据 (24), (25) 并 注意 到 A 之 完全 性 , 可 知 对 任意 元 素 a。€ A 元 素 
aexpD 是 存在 的 . 
因为 对 所 有 的 nw 有 (ab)o 二 (a0)(bo)(mod R,(R!"!)), KCab)o = 
(ao)(bo). Æ o`! = expl- D), Wao! 存在 , 且 对 所 有 的 n Tras 1o 三 


(poi = e; (mod R,) 是 指 对 任 疙 4 之 元 素 a A ao, = ac; ( mod R,). 


— 2%  —— 


aco | = a (mod R,(R'"!)), lit ac !o = aco = a, Po HA 到 A 的 一 
一 对 应 , 因此 c 是 A ZARA. 

预 理 15 FR 表 代数 的 李 代 数 A( 在 特征 数 为 0 之 域 上 ) 之 理想 子 
代数 . 设 全 是 局 部 有 限 的 .车门 R, = 0 而 A 在 R- 拓 扑 结构 中 是 完全 的 ， 
Wo, = exp R,.o, = exp R,, HP x CR,,C€R;,,; 

则 5,5, = 0,,,(mod R,.1). 
这 可 由 R,R, = R,R, = RR, = 0(mod Ri) 得 出 . 
预 理 16” 设 R 是 结合 代数 或 交错 代数 或 若 当代 数 或 代数 的 李 代 数 


A (在 被 允许 的 特征 数 的 域 上 ) 的 理想 子 代数 . 全 是 局 部 有 限 的 , 设 门 R。 


= 0( 站 Ri" = 0), A ER -拓扑 结构 中 是 完全 的 . Q 和 Q’ 是 A 的 两 个 

局 部 C - 代数 . 设 Q = Q’ (mod R), 并 设 对 任意 自然 数 ， 言 , 由 Q, = 

Q' (mod R,(R'!)), 其 中 Q, 是 A 中 的 局 部 C -代数 , 可 推 得 存在 4 之 一 

R, (RE) - y BIB 6,41, f Qo, = Q (mod R,4CRU*1)), rp 
a) 在 结合 代数 的 情形 , 0,41 = oao ta € Ry 


b) 在 交错 代数 的 情形 , ou, = T] exo Diii 其 中 ms 是 自然 数 ， 
Dri,i = -5 D, Pi 其 中 Ul, i J ARR. taria € R,CRU); 
c) 在 若 当代 数 的 情形 , n,; = T] exp Diii 其 中 m 是 自然 数 


万 + i -Š D, m " ， 这 里 的 Ln+l,i 是 自然数 而 工 , +41,;,; C R,; 


d) 在 村 代数 的 情形 Ont+1 = Or | = exp R, ,其 中 Xn+l € K,, 
则 那 时 必 存 在 A 的 一 个 尺 - 内 自 同 构 ， 使 得 Qo = Q’, 并且 a) 在 结合 代数 
的 情形 so = o, =1-R -TI …+ILR 其 中 zz € R Mirr = zx = 
xX + x ab) 在 李 代数 的 情形 ec = o = expR zceR. 

WEAR: a) 对 结合 代数 和 李 代 数 的 情形 据 预 理 13, 14 和 本 预 理 的 假设 ， 
我 们 有 

Q = Q (mod Rj); 


| 


BECpup Sm 


Qo, = Q'(mod R2), x2 € R4; 


Qo; cz， = Qo; +2, = Q’ (mod R;), Xa c R3; 


Qo, tta Qo, = Qo; +.. trotz 


= Q'(mod Rp41), xz444 € Ra 


+ 


因为 级 数 》 zx ERANT a € RHD zk = x € R. 易 见 ,对 任意 ， 


nil 
aj 


Qo, = Qo, :rz = Q'(mod R,), 
BU Qs, = Q', 其 中 在 结合 代数 的 情形 o, =1-R,-L, + LéR,, 在 李 代 
数 的 情形 o, = exp R,. 且 在 两 种 情形 d. 都 是 A 之 自 同 构 , 这 个 我 们 在 预 
38 13,14 中 证 过 了 . 

b) 对 交错 代数 和 若 当 代数 的 情形 , 据 假 设 对 任意 n > 2 我 们 有 
Q = Q'(mod R4), l 

Qo203 0, = Q' (mod R,(R!")). 
注意 到 预 理 中 对 o, ,1 之 假设 , 易 见 , 对 任意 A 之 元 素 a Fa - as = 
0(mod R,CRU)), KK ao: 0, — aor 67041 = 0( mod R,(R!”!)). Ast 
BI laor o,1 是 收敛 的 ,由 于 4 是 完全 的 , 这 叙 列 收敛 于 A 中 之 某 一 元 


素 5 ,我们 把 它 写 成 = ao, 其中。 = Yo. AW oro, 是 A WARM, 
则 (cicz)c = (a10)(a2z0). 至 此 只 剩 下 来 要 证 so 是 A 到 A 的 一 一 对 应 , 现 


在 来 证 它 . 令 o7 = ll expl- D,,41,,), Ø Jl o1, 是 cl 的 逆 上 自 同 构 ， 


TU fao, o;!| 收敛 到 A 之 某 一 元 素 , BSR ao, 其 中 o! = 
ao. 05702. 注意 到 预 理 中 对 ci 之 假设 , 易 见 对 任意 有 a = 
(ao ^!)(a504770,) = 0(mod R,(R'"!)), Blk a - (ae!) + o = 0, BP 
(ao !)a = a .这 样 证 明了 oa 是 A 到 A 的 一 一 对 应 ,显然 Qo = Q'. 


$ 9. 在 R -拓扑 结构 中 完全 的 代数 的 分 解 


定理 5 令 R 是 结合 代数 ,或 交错 代数 , 或 若 当 代数 或 代数 的 李 代 数 


A( 在 被 允许 的 特征 数 的 域 上 ) 的 理想 子 代数 . 设 站 R, - 0, E A TER - T 


扑 结构 中 是 完全 的 , HS 是 维 数 不 多 于 可 数 的 局 部 C - 代数 , 则 A 是 可 分 


解 的 . 
这 定理 的 证 明 完 全 是 和 预 理 7 的 证 明 相 平行 的 . 设 对 某 一 自然 数 
有 A = S, + R, 其 中 S; 是 子 代 数 ,S N R = Ri( 当 有 = 1 时 ,显然 我 们 


有 这 样 的 等 式 ) .现在 来 研究 代数 RE. 有 


S, 
R, 3 E Rest ~ A 
ae =0 及 R, CR 
Ra 


由 是 得 FC 是 代数 Do 的 局 部 N - 根 .由 定理 11 得 
Ra Ria 
Se 2 9: Re 
Ra Rest Ria! 
S, = 
BB S, 一 Soi + R;; 其 中 S14 是 子 代 数 RHA 中 的 完全 原 像 而 Sh (1 
R, = Rena 88A = Saa t R, É Sa AR = SNS NR = Ri 


H S E S SS 门 S$,. 由 预 理 12 得 4A=S+R, 其 中 S 门 R=0. 
n-i 


定理 6 A,R RA 就 像 定理 S 中 所 说 的 那样 , 则 Q 和 P 的 某 一 
FREQ’ ER- HPL, 即 对 Q 之 任意 有 限 C - 子 代 数 有 Qic C Q', 
其 中 o ÆR - AAR, 并 且 尚 能 断定 , 对 结合 代数 的 情形 c = 1 - R,- 
Ly + LiR,, xX € R. 对 李 代 数 的 情形 o = expR,, x € R. 

IEA: BL, Q PR 三 0(modR), 故 QmnR =0. 子 代数 Qi PHB 
集 在 P 内 的 代表 (当然 , Qi 中 之 每 一 陪 集 在 P 内 有 一 个 且 仅 有 一 个 代 
AR) 组 成 P 之 一 子 代数 . 命 之 为 Qi .显然 Qi = Q (mod R). 

由 预 理 16, 为 了 证 明定 理 , 只 需 证 明 : 若 Q, = Qi (modR,), WFE 
A ZR, - HRH o, E Qun = Q (modR,41), 并且 o,,, 要 具有 在 预 
理 16 中 所 写 出 的 形状 , 我 们 来 证 这 一 点 . 


来 研究 代数 A, = Qn +R, = QV + R,. 取 其 商 代数 


"LI 


— 29 — 


| 


Fe Him 


xg = 0, 而 对 李 代 数 的 情形 有 


Ra 
R, |? 
et) =0 
由 定理 1 和 预 理 10 知 , 存在 代数 二， 89 c Ao 使 在 代数 
A, 
Ro 中 有 等 式 
Can+l 一 Qi, 


osa = 1+ FGOLGD, JPG, KG), MES, EH 
5 ,1 的 正确 表示 式 就 是 具有 在 预 理 16 中 所 写 出 的 那样 . 8 BERE 13, 14 AI, 
BEREC) n (y ),， 中 顺序 任 取代 表 , 说 是 xz;, y 则 表示 式 1 + F(R。 
L,) 将 是 A WR, - 内 自 同 构 . 仍 用 on 表 自 同 构 1 + f(R Ly), $8 


Q0, «1 一 Qi(mod R4). 


$10. Æ n^! - 拓扑 结构 中 的 代数 的 分 解 
XH SR 是 结合 代数 ,或 交错 代数 或 代数 的 李 代数 A( 在 被 允许 
的 特征 数 的 域 上 ) 的 理想 子 代数 . 设 们 Ren = 0.8 [RU] RF A 及 


R 以 拓扑 结构 ,车 在 此 拓扑 结构 中 R 是 线性 紧 致 A - 模 . 而 分 是 任意 多 个 
有 限 C - 代数 的 直 和 , 则 (i)A 是 可 分 解 的 , GDP AP YEA FER- RH 
的 . 即 Po = P, RY o ÆR- AARS, 并 且 对 结合 代数 言 c = 1 一 R,— 
Ly + LyR,, 2,2 ER. 对 李 代 数 育 c = expR,, xr € R. 

这 定理 的 证 明和 定理 5,6 的 证 明 完 全 相仿 , 只 要 利用 到 预 理 7,9, 11, 
12,13,14,16 以 及 下 面 的 预 理 17. 

预 理 17 FAR 就 像 在 定理 7 中 所 说 的 那样 , 则 A ÆR - 拓扑 
结构 中 是 完全 的 . 
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WEBB. Soa, 是 收敛 级 数 ,并 可 认为 a, € RU n 1. BAA- E 


R 中 的 线性 集合 Sa, + RUIT 组 成 有 有 限 交 性 质 的 集合 EE. 由 于 A - 模 
R 是 线性 紧 致 的 . 故 E 有 不 空 之 交 , 若 x 是 这 个 交 的 任意 一 元 素 , 则 易 见 


2,0, = au zr, 
这 样 证 明了 A dE RU"! 拓扑 结构 中 是 完全 的 . 
Kypouxun 在 [12] 中 所 给 出 的 例子 说 明 . 在 定理 7 中 不 能 把 R 之 线 
性 紧 致 的 条 件 取消 . 
由 定理 7 和 预 理 9 立 得 下 面 定理 . 
定理 8 CR 是 结合 代数 或 交错 代数 或 代数 的 李 代 数 A( 在 被 允许 
的 特征 数 的 域 上 ) 的 理想 子 代数 , 设 存在 一 自然 数 , 使 Ri"] = 0, 并 设 对 


TURER 中 的 4 之 理想 子 代数 最 小 条 件 是 成 立 的 .车 A 是 任意 多 个 有 
Pe C -代数 的 直 和 , 则 Ci) A 是 可 分 解 的 , (ii) P’ 和 P 在 A PR HR. 
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关于 一 种 有 限 非 结合 代数 
On a Class of Finite-Dimensional 


Non-Associative Algebras 


RAENT BRAG BAR. A E ACT NR, A RE SNA BR E 
代数 有 许多 相 和 平行 的 概念 , 例如 根 的 概念 , 及 许多 相 平 行 的 定理 , 例如 下 
面 的 定理 : 半 单 纯 代数 是 单纯 代数 的 直 和 ;有 限 个 单纯 代数 的 直 和 是 半 单 
纯 代 数 .能 否 将 这 些 相 平行 的 概念 统一 在 一 个 概念 里 , 将 这 些 相 平行 的 事 
实 统一 在 一 个 定理 里 , ETARKI. A. Yso 在 [1] 中 将 对 于 结合 
数 和 李 代 数 的 上 述 定 理 炮 合 在 一 起 , 而 A.A.Albert 在 [2] 中 将 对 于 结合 
代数 、 否 当代 数 、 交错 代数 的 上 述 定理 炮 合 在 一 起 . 本 文 的 目的 在 于 把 
Ysxos 和 Albert 的 结果 适当 地 结合 起 来 , 即 : 定义 一 种 有 限 非 结 合 代 
数 一 一 将 称 之 为 4 - 对 称 代数 . 它 包含 交错 代数 (当然 更 包含 结合 代数 
T) 大 当代 数 和 李 人 代数. 对 4 - 对 称 代数 定义 根 、 半 单纯 代数 及 单纯 代数 
等 概念 , 而 对 上 述 四 种 代数 言 , 这 些 概 念 与 它们 原来 所 具有 的 关于 根 、 半 
单纯 代数 和 单纯 代数 等 概念 相 易 合 . 我们 证 明 对  - 对 称 代数 的 上 述 定 
理 .因而 把 开头 提 到 的 相 平行 的 事实 统一 在 一 起 . 

现在 我 开始 定义 4 - 对 称 代数 . 

令 A 表 域 F( 其 特征 数 为 零 ) 上 的 有 限 代数 ( 即 对 其 乘法 , 除去 它 对 加 
法 的 分 配 律 外 , 不 加 任何 限制 ). FH R,, 工 ; 顺序 表 在 A PATR E A 所 
ERA ERRI aR, = az,aLz = xa, Ka € A). TR, La, AN 
其 乘积 , 都 是 A 的 线性 变换 .对 A 的 任 一 基底 言 , A 的 线性 变换 工 是 和 一 
n REET” WX, 其 中 n 是 有 限 代数 A 的 维 数 .我 们 把 矩阵 T" 的 迹 
叫做 线性 变换 工 的 迹 , KHA TT) RZ. RAE TT) EAA 之 基底 
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的 选择 无 关 . 

若 z,yEA4, 设 

plz, y) = AyTr(Ryy) + Ag Tr( Lay) ASTE (R,R,) + AqTr(R,L,) 
+ AsTr(L,R,) + Ag Tr(LL,) 

FOP A = (41,42,43,44,45,46) 是 从 下 中 任意 取 定 的 一 组 值 . 我 们 管 
p(x,y) 一 一 这 个 以 A x 4 为 变 域 , 画 数值 在 正中 的 函数 一 一 叫做 4 的 
A - PAR. HW p(z,y) Æ x, y 的 线性 函数 . 

我 们 叫 A FLA - 对 称 代数 (这 是 Yakos 所 用 的 名 称 ), BH a - WR 
plr, y) WE FAIRE. 

I .对 任意 x,» € A 有 :p(z,y) = oy, xi 

I| .对 任意 x.y,z € 4 有 :p(zyz) = olz, yz); 

M.A 的 同 态 像 的 1 - 迹 函 数 也 满足 上 述 条 件 工 , 工 . 

由 工 , 8 p(x, yz) = o(zz,y). 

设 e1,…,e, AMA 的 基底 . 若 设 ay = gei, ej), x 三 2 66 y = 


2 tes AZ o(x,y)- Dinas. 3h 当 变 换 4 的 基底 时 , 矩阵 | a5 | AF RÆ 


- M l ajl M’ ,其 中 M 是 联系 新 旧 基底 的 ， 因而 是 非 退 化 矩阵 . p(x, y) 
叫做 非 退化 的 , 若 对 A 的 某 一 基底 (说 是 e1,…,e,) 言 , p(x,y) 所 对 应 的 
和 矩阵 | a; | 是 非 退 化 的 .由 上 述 显 见 , olr, y) 之 非 退 化 与 否 由 A Ba 决 
AE, 与 基底 的 选择 无 关 . 当 p(x,y) 满足 I 时 , 不 难看 到 olr, y) 是 非 退 
化 的 充 要 条 件 是 在 A 中 不 存在 元 素 x 关 0, 使 对 A 之 任意 元 素 a 都 有 
p(z,a) = 0 (将 简写 成 p(x,A) = 0). 这 一 点 在 下 面 将 经 常用 到 . 

我 们 现在 来 定义 - 对 称 代 数 A 的 根 . UE Ro 是 A 中 所 有 具 性 质 
plr, A) = 0 之 元 素 r 所 组 成 的 集合 . 因为 

1.9(x,y) 是 双 线 性 的 , UE p(z,A) = p(y,A) = 0, 则 p(ax + 
By, A) = ag(z, A)+ Bp(y,A) = 0, Ra, BAF 中 任意 元 素 . 因 之 RR。 
是 A 的 子 空间 ; 

2. 由 条 件 T, IL A: o(2,A) =0 而 ceE4, 则 p(za,4) = oz, 
aA) = 0,9(az,A) = olz, Aa) = 0. 
故 Ro 是 4 的 理想 子 代 数 (由 上 面 的 证 明 亦 得 出 : 若 B 是 A 的 任意 理想 子 
代数 , 则 A 中 所 有 具 性 质 p(z,B) = 0 之 元 素 的 集合 是 A 的 理想 子 代 数 . 
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这 一 事实 以 后 将 用 到 ). 今 考察 商 代数 A/R。 = Ai. BRE I MA, Za - 
XE PAR pi (x. y) 满足 条 件 T, I.R BA, 中 所 有 具 性 质 91x, Aj) 
= 0 之 元 素 xz 的 集合 , WR, 是 A, BRA. RAR A/R = Ap. 
这 样 继续 作 下 去 ,我们 将 达到 代数 A,, 而 R, 已 经 是 零 理想 子 代 数 了 . 显 
SRA ALA, 是 同 态 的 . 设 这 个 同 态 对 应 的 核 是 R, 则 A/R 二 A,. 易 见 这 里 
的 A, 有 两 种 可 能 :或 者 A, 本 身 是 零 代数 , 即 A = R, 否 则 A, 的 和- 迹 函 
数 是 非 退 化 的 . 

就 称 这 样 得 来 的 A 之 理想 子 代数 R 为 A 之 根 . 根 为 零 理 想 子 代数 的 
非 零 -对称 代数 称 为 半 单 纯 代 数 . 没有 真正 理想 子 代数 的 4- 对 称 代数 ， 
者 其 1- 迹 函 数 p(z,y) 尖 0( 即 当 p(z,y) 非 退 化 时 ), 则 称 之 为 单纯 
代数 . 

由 上 述 立 得 

定理 1 4 -对 称 代数 4 是 半 单 纯 的 , 当 且 仅 当 其 和 - 迹 函 数 是 非 退 
化 的 . 

定理 2 ÆRE- HERAA 之 根 , 且 R 关 A, 则 商 代数 A/R 是 
半 单 纯 代 数 . 

现在 来 证 下 面 的 定理 ， 

定理 3 A -对称 代数 A 是 半 单 纯 的 , 当 且 仅 当 4 是 有 限 个 单纯 代数 
WAM. 

先 证 下 面 几 个 预 理 ， 

WEIL 者 -对 称 代 数 4 是 半 单 纯 的 , 则 在 A 中 不 存在 非 零 的 理想 
代数 B, 有 性 质 B? = 0. 

WRR: olr, y) HA ZA - WHR, WHE 1, olr, y) 是 非 退化 
的 .假设 如 预 理 中 所 描述 的 理想 子 代数 B 存在 . 设 ej,…,e, EB 的 基底 ， 
而 eist, Ers ep cse A 的 基底 ,其 中 > 1. ATU AMBER Sie. 
对 于 这 一 基底 言 , 对 任意 i 说 , 矩阵 REL RERI, RELI, LER, 
LOLS 等 之 迹 都 等 于 零 ,因为 那 时 将 有 plei, A) = 0, 因 之 g(x,y) 不 能 


是 非 退化 的 了 , 而 得 出 矛盾 . 
显然 当 5 E B 时 , Ri RL} AMR, 及 工 : ,都 有 下 面 矩 阵 M, 的 
形状 : 
— 3450 
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Ir 列 


v- ee 
a OF x Ih — r Bi 


故 立 得 Tr(R。。) = Tr(L,,) 0, RP i n.5——X5ümi«i« 
n 时 ,矩阵 RZ RLS APM, 的 形状 ; 

x 0 lir 列 

x| x [lA —- r 3) 
WOBRERIRZI.RZILI.LOIRZI RLZILZ 等 必 有 和 矩阵 M1M 的 形状 , 即 
AP ACR: 


0| 0 
M,M, 一 x 0 


BC Tr(R,R,) = = Tr(L, Le) = 0. 

预 理 2 BA 是 4 - 对称 代数 , A BA 之 理想 子 代 数 而 p(z,y) 及 
p (x, y) FK A A WA - XE PR, 则 对 z,y € A SBo(x,y)- 
p (x,y), 因而 p Cx, y) 也 满足 条 件 I 了, I. 

证 朋 ; 设 el,…,e, HA 的 基底 而 el1,…, e,, e,+1,…,es 是 A 的 基底 . 
Zi r,y € A4 ,对 上 述 基 底 言 有 


M, = 


Ir 列 
IA — r Ji 


. R,*|0\ , L,/'| 0 
Rz = Ly 一 , 
x 0 * 0 
VN R.'LQ'|0 
RL, = 3 "5 
x 0 


其 中 RI”, LI” 是 x,y 顺序 在 A“ 中 所 作 的 右 乘积 Ri, 左 乘积 工 ; 对 上 述 
A’ 之 基底 所 对 应 的 矩阵 . 由 之 立 得 Tr(R,) = Tr(Ri),Tr(L,) = 
Tr(L,), Tr(R,L,) = Tr(RL;),-- 

FBS a- 对 称 代数 A 的 直 和 项 A“ 本 身 也 是 4 - 对 称 代 数 . 

由 于 A 之 同 态 像 必 是 A 的 同 态 像 及 预 理 2 立 得 上 预 理 . 

现在 来 证 定理 3. 

WEAR: ( i ) 设 A 是 半 单 纯 代 数 ,由 定理 1, A 之 人- 迹 函 数 p(z,y) 是 
非 退化 的 .在 A 中 任 取 一 单纯 理想 子 代数 A1( 即 不 存在 A 之 非 零 理 想 子 
代数 C, 有 A,2 C). 设 Ai 是 4 中 所 有 具 性 质 p(z,A) = 0 之 元 素 z 所 
组 成 的 集合 , 由 先前 证 过 的 事实 知 A1 是 理想 子 代数 , 命 B = A; A1. 有 
两 种 可 能 . 
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1.B = 4A1. 此 时 我 们 有 ep(B,B) = 0. 由 预 理 1 AU B* 关 0. 故 单纯 理 
想 子 代数 B 可 视 为 由 某 一 非 零 元 素 515,, RP bi, b € B, ÆA 中 所 生成 
的 理想 子 代 数 . 即 B 中 每 一 元 素 可 表 为 有 下 面 形 状 的 元 素 之 和 : 
(bb) T, APT BA 中 某 些 元 素 所 作 的 右 乘积 或 左 乘积 之 积 . 

SUE p(4,B) = 0. 为 此 只 需 证 pg(A,(b15;)T) = 0. 因 为 p(B,B) 
= 0, 故 po(A,5152) = o(Abi, b3) = 0. Ut g(A, (b1b2)T) = 0, 则 对 任 
意 aEA 有 : 

p(A, (bibi) TR) = g(aA, Cb162) T) = 0, 

QCA, (P4152) TL;,) = op(Aa, C462) T) = 0， 
由 归纳 法 知 对 任意 T PES e CA, (bib) T) = 0, 即 证 得 p(4,B) = 0. 
而 这 是 不 可 能 的 , 因为 A 是 半 单 纯 的 . 故 B = A, 是 不 可 能 的 . 

2.B =0. 由 于 p(z,y) 是 非 退化 的 , WE Ai 的 维 数 是 x, 则 Ai 之 维 
REF n 一 r+. 因 之 A = A + Ai( 直 和 ). 由 预 理 3 AA, KA Æa- 
对 称 代 数 . 易 见 A, 是 单纯 代数 而 Ai 是 半 单 纯 代数 . 用 归纳 法 可 得 A 是 
单纯 代数 的 直 和 . 

(i) RA 是 有 限 个 单纯 代数 的 直 和 , 即 A = A; + …+ ASA; 是 单 
纯 代 数 . 设 A 及 A;(i = 1,2,…,m) 的 -对称 函数 顺序 为 p(z,y) 及 
gx, y), M A 之 元 素 x = > 一 2 yo is Vi C A; = 1,2,.…,m, 
则 易 见 

2p(Z，y) = 29i y) - 2 9i Gris yi) 
由 于 oir, y) MERI, IL ol, y) BREIL. AAAS 
同 态 像 也 必 是 若干 个 A; 的 直 和 , 因 之 其 4 - 迹 函 数 也 满足 条 件 ILO. 
此 A 是 -对 称 代 数 . 今 证 plr, y) 是 非 退 化 的 . GAH, 则 必 人 存在 OH 
>,zi=zEA4A 有 op(z,A)=0. 易 见 有 某 一 zi, 说 是 z, 是 异 于 零 的 
TER. 

0= g(x,A1) = >) 9 (zi, At) = ø( z1, À1) = 91(21,A1); 
此 与 A, 是 单纯 代数 相 矛 盾 . 

由 预 理 2, 可 得 4 -对称 代数 A 的 根 R COR PRR: FE A BOXE 
想 子 代 数列 R = R, D R, 1D DR DR =-0 有 性 质 ,R/R，i， 
& =770 -1…0, 其 1- 迹 图 数 恒 等 于 零 . 
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易 见 ,结合 代数 和 李 代 数 是 (0,0,1,0,0,0) - 对 称 代 数 (可 参看 
[1]. di [3] 知 若 当 代数 是 (1,0,0,0,0,0) -对 称 代数 , 而 由 [4] 知 交错 代 
数 是 (0,1,0,0,0,0) - RRM. 至 于 上 面 定 义 的 关于 4 - 对 称 代 数 的 根 、 
半 单 纯 代 数 、 单 纯 代 数 等 概念 与 这 四 种 代数 原来 所 具 的 相 吻 合 , 除去 注意 
到 刚才 提 到 的 根 的 性 质 外 , 关于 结合 代数 的 可 参看 [5], 关于 若 当 代数 的 
参看 [31, 关于 交错 代数 的 可 参看 [4][6], 而 关于 李 代 数 的 则 由 Cartan 的 
关于 可 解 性 判断 定理 和 下 面 简单 事实 而 得 ; 可 解 李 代数 借助 于 可 解 李 代 
数 所 得 到 的 扩张 仍 是 可 解 的 .这样 我 们 达到 了 本 文 开 始 所 提出 的 目的 . 
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关于 多 元 算 于 群 中 的 直 因 于 


On Direct Factors of Group with Multi-Operators 


在 [1] 中 引入 了 多 元 算 子 群 的 概念 , 我 们 把 具有 多 元 算 子 系 Q 的 多 元 
算 子 群 记 为 Q- 群 . 依 [2] 中 引用 过 的 符号 , 我们 用 下 列 字母 表示 O-R 
以 具有 的 一 些 性 质 . 

ND :每 一 理想 都 是 直 因 子 ; 
SD :每 一 0 - 子 群 是 半 直 因子 ; 

R :每 一 0Q - 子 群 是 正则 因子 ; 

D :每 一 0Q - 子 群 是 直 因 子 ; 

F :每 一 0 - 子 群 是 自由 因子 ; 
它们 的 详细 定义 将 在 下 面 $ 1 和 §5 中 给 出 .一 个 具有 性 质 P 的 代数 系统 
将 简 记 作 己 -代数 系统 .这 样 ,在 [2] 讨论 了 P- 群 ,其 中 已 = ND, SD,R, 
F, 在 [3] 中 讨论 了 ND - 带 算 子 的 群 ,在 [5] 中 讨论 了 D - 群 ,在 [4] 中 讨 
论 了 D - 环 .本 文中 将 刻画 P -0 - 群 ,其 中 P 可 为 上 述 每 一 种 性 质 .我 们 
知道 群 和 环 , 以 及 带 算 子 的 群 和 环 都 是 0 - 群 的 特殊 情形 , 因而 上 面 提 到 
的 关于 群 或 环 的 已 知 结果 都 可 以 看 作 是 本 文 结果 的 直接 推论 . 

在 $1 中 简单 介绍 一 下 Q- 群 , 82 ~ S$ 给 出 上 述 五 类 0Q- 群 的 结构 定 
H, $ 6 中 给 出 本 文 结果 的 一 些 推论 . 


51. AX Q9- 群 的 一 些 定义 和 定理 


为 了 方便 , 在 这 里 我 们 把 Q - 群 的 定义 及 其 一 些 性 质 简 单 提 一 下 ( 参 
看 原著 [1] 或 [7] PITA). 
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raa: ar 


设 G 是 一 个 群 , 它 不 一 定 是 Abel 群 , 但 仍 把 其 运算 记 成 加 法 , 其 恒 等 
元 记 成 0.G x Gx:-xG(n T,nz18 G 内 的 对 应 w 叫做 G 上 的 一 
个 nn TIER, MICRA c, 02,70, xXx, € G 施行 运算 ww 之 结果 记 成 
Xi1T2…Xnw. 设 0 为 G 的 一 些 多 元 运算 的 集 ,说 G ER OQ 的 多 元 算 子 群 ， 
MER 9 - 群 , 知 对 任意 ”元 运算 ww CA 


00…00w = 0 
UU UU 
n^ 


易 见 群 , 环 以 及 有 算 子 的 群 , 环 等 等 都 可 看 成 是 0 - 8E, 只 要 适当 地 去 选 
择 0. 

和 通常 一 样 定义 9 - 子 群 , 同 构 , 同 态 等 概念 . 

设 G 是 0- 群 而 A 是 G 的 子 集 ,说 A 是 G 之 理想 , 若 

1. A 是 加 群 G 的 正规 子 群 

2. 对 任意 ”元 运算 w € Q, 任意 元 素 a € A, ERIR zier, € 
G 以 及 任意 i = 1,2,…,n, 有 

— Cairo Lyw) + TI Xia + Xi) ia rw € A. 
由 之 还 知 对 理想 A 中 任意 元 素 4a1,…a, 还 有 
— (z1 Tw) + (aq + xi) (a2 + 253): Ca, + Tw € A. 
因而 知 理想 A 必 是 0 - 子 群 ， 

和 通常 一 样 定义 单 Q - E. 

设 A,B 是 0- 群 G 的 两 个 Q- 子 群 ,A,B 之 相互 换 位 子 [A,B], 依 
EX, 就 是 在 A, BAER NM O- FRA, BI( 以 下 将 使 用 此 符号 ) 中 由 下 面 
两 类 元 素 所 生成 的 理想 : 

[a,b] =-a-btat+b,aC A,b C B 
以 及 
[a1 a2, "san b1, 2,7, 5,39] —— ajaz taw — b, by buo + 
(a4 + b4)(a5 + bo) (a, + b,)o, 
其 中 ”元 运算 wEQ 而 al av € A, bib, € B. 

NO- # G YK Abel-0- #, ALG, G] = 0. 

0-#GZO-FRA BHM AMYLA,G] C A. 

说 QQ- 群 G 是 它 的 0Q- 子 群 G,(a € D HHA, Fi) 对 任意 a € LL 
[Gas Ga] = 0, 其 中 G。 = {Gu p Aa, B € Ih ;ii)G 的 每 一 非 零 元 素 a 可 
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唯一 的 (不 计 元 素 次 序 ) 表 成 从 有 限 个 G, 中 各 取 一 个 非 零 元 素 所 作成 
的 和 . 

上 面 的 直 和 定义 与 下 面 的 定义 等 价 : 说 QQ- 群 G 是 它 的 0Q- 子 群 G,， 
aEI 的 直 和 ,和 在 对 任 一 xc € 1,i)G。 BG 之 理想 ;ii)G。 N Ga = 0. 

此 时 称 G。 为 G 之 直 因 子 . 

易 见 G 之 直 因 子 是 G 之 理想 ,在 Q- 群 G 的 某 一 直 和 中 不 同 直 因 子 
间 依 元 素 可 交换 . 

至 此 对 于 0 - 群 言 性 质 D 和 ND 就 完全 清楚 了 . 

说 Q- 群 G 之 QQ- 子 群 A 是 G 的 正则 因子 (依照 [8]), 若 存在 一 0 - 
子 群 B, 使 G = {A,B} HAHA 所 生成 的 G 的 理想 记 作 (A )( 以 下 将 使 
用 此 符号 ) 则 还 有 

(A)NMNMB=0,ANMN(B)=0 

说 Q- 群 G 之 0- 子 群 A 是 G 之 半 直 因子 , 若 存 在 Q- 和 群 G 的 一 个 
理想 B, 使 G = A-- BWA (| B - 0. 

这 样 对 于 0- SES TESI R 和 SD 就 完全 清楚 了 . 

约定 把 具有 性 质 M 的 09- 群 记 成 M -Q- 群 而 一 切 M -0Q -和 群 的 集 记 
RIM], 则 我 们 有 显然 的 

定理 1 [ND] 2[SD])2 [R] S [D] 


§2.ND-Q-# 


M1 ND-Q- 和 群 G 的 每 一 理想 4 也 是 ND -Q - RE. 
WA: HAA G = Aq B.C EA 之 理想 . 
为 了 证 明 预 理 只 要 知道 C 是 G 之 理想 就 够 了 . 对 任意 cE C,gEG 有 
[c,g] € C, 即 C 是 群 G 之 正规 子 群 . 另 一 方面 , 若 w € O,¢; € C,g; € 
G,i = 1,2,":, n, Wg; = a; + bia; € A, b; € BA 
- gy U Bnw + (C1 + gr) (e, + Bn) ow 
— — (a, + bi): (a, + b,)w + (ey + ay bi) (e, + a, + b,)o 
=— ay 'a,w — by byw + by bue + Cc, + ay) Cc, + a, 
=— ay a,w + (cy + ay) (c, + a,w € C, 
这 里 我 们 用 到 了 [A,B8] = 0 而 C 是 A 之 理想 .因而 C 是 G 之 理想 , 故 G 
=- COC mA-cqgaAhfc. 
— y — 


ypb H 


定理 2 QQ- 群 G 是 ND -0Q -和 群 当 且 仅 当 Q- 群 G 是 单 4- 群 G,， 
a € I, HAM. 

证 明 : 设 GEAN- Ga € 了, 的 直 和 而 A 是 G 的 一 个 理想 , 显然 

G=A+ 24 Ge (1) 
HRI RRS. AM Bg < ,这 里 jy 是 I 中 某 一 固定 元 素 , 所 有 Gg 之 取舍 
CAR, 而 用 M 表示 保留 下 来 的 Ge 之 足 码 集 , 今 确定 G, CREA 
[A + 2160) N G, = 0, 
则 保留 G,, 否则 由 于 G, 之 单 性 必 
(A + 2216s N G, = Gn 
此 时 把 G, 售 去 . 依 超 限 归纳 法 每 一 G, 之 取舍 完全 确定 , 设 保 留 下 来 的 
G, 之 足 码 集 为 工 , Aur 
G-A02,0G. 

即 A 是 G 之 直 因 子 , 因而 G 是 ND -0 和 群 . 

反之 , 若 G 是 ND - QQ 群 , 今 证 G 是 单 Q- 群 之 直 和 . 设 G,,a CLE 
G 之 所 有 单纯 理想 ( 即 G 之 非 零 最 小 理想 ) 的 全 体 , 令 G = {Gura El, 
易 见 G 是 G 之 理想 , 因而 

G=G OG’, 

此 时 G" DANE G 之 单纯 理想 . 设 G 40, i a 是 它 的 一 个 非 零 元 素 . 今 考 
Ra 在 G 中 所 生成 的 理想 A Cc G". A 当然 也 不 含 G 的 单纯 理想 , 因而 对 
A 之 任意 理想 B C A 必 有 理想 B fEBC B'C A, SIM A = BOO B" fi 
BY 是 单纯 理想 . 故 存 在 无 限 列 . 

41IC4C…C4,C…CA4A, 每 一 4; 是 4 的 (因而 也 是 G 的 ) 理 


B. 依 预 理 1, A, 及 C = U A; 是 ND -Q - 群 , 故 有 非 零 理想 Bi, i = 0,1, 
2,… 以 及 C 使 ( 设 A。 = 0) 
Aint = Ba BA, A = CAC, 
易 见 
A= HOBDC. (2) 
7i—Fi Hla € A | 


| 


a =bit+t +b +e 6; € Bi =1,2,°",m,c¢ € C 而 理想 A 是 

由 a 生成 的 , 故 
ACB, + +B, +C, 
这 与 (2) FA, 因而 G” = 0, B G = G = 1G,,a € TI 和 上 半年 理 证 明 
一 样 , BEAT G,, (818. 
G = 2, P Gas 

[ 是 I 之 子 集 . 由 之 又 得 G。 是 单 0 - 群 . 

在 这 里 我 们 叙述 下 面 定 理 , 由 于 其 证 法 与 后 面 定 理 5,6 的 类 似 , 我 们 
略 去 证 明 . 

定理 3 EN-E GEAN- G, a € 了, 之 直 和 ,其 中 的 Abel 单 
Q - 群 依 同 构 关系 分 成 若干 类 , 每 一 类 中 元 素 做 成 直 和 H;, i € N, 这 样 


G = > GHG 2,6 G. 
而 每 一 G,,acI 都 是 非 Abel $0- HE, GA 是 G 之 理想 则 有 
lL.A- >) DANAEA DAN G; 
«ET 


i€ N 
2.8— AQ Hi, i € N,Jé5 H; 中 元 素 同 构 的 Abel 单 Q- 群 的 直 和 . 
由 之 便 得 
定理 4 ND -QQ 群 G 的 表 为 单 Q- 群 的 任意 两 个 直 和 必 是 同 构 的 , 即 
在 此 二 直 和 之 直 因 子 间 可 建立 一 个 一 一 对 应 , 使 相对 应 的 直 因 子 是 同 
构 的 . 


Scop im 


83.D -Q - 8 


定理 5 若 G 是 D-Q- 群 , 则 G 是 一 些 无 真 Q- 子 群 的 0Q- 群 (以 下 
简称 强 单 09- 群 )G,(a € D) HAA, RPS G, Gg, a 天 8, 是 非 Abel W, 
则 它们 必 不 同 构 . 

证 明 :G 是 D -0Q- 群 当然 更 是 ND -0 - 群 , 依 定理 2 便 有 G 是 单 Q- 
群 G,(a c D 的 直 和 ,但 G, 之 Q - 子 群 是 理想 , ANG, 无 真 Q - TH. 

fi Ga, Gs a, B E I, a B,JédE Abel W HEH, 则 设 o 是 G。 到 Ge 上 
的 一 个 同 构 对 应 而 考虑 一 切 形 如 

a tapsa € Gaag € Gg 


所 做 成 的 集 H. SWE H ÆR- FH. FIG,, Ge] = 0, 故 有 , 对 任意 a;， 
bEG,, 
(a + ap) - (b * bg) = (a — b) * (ag - bg) = (a-b) * (a - b)g 
(ay + aip) (a, + anp)w = (aig) (a.p) + ap aso 
= ayaw + (aia, )9, 

BU H ÆR- THE, AmMKRR H JE G 之 理想 . 

SUWE H = G, QD Ge .为 此 我 们 需 证 下 面 

预 理 2 者 Q- 群 G 是 非 4Abpe: 单 Q- 群 GowEI 的 直 和 , 则 G 的 
每 一 理想 A 必 是 某 些 G,,a C I, 的 直 和 . 

证 明 : 依 假设 我 们 有 直 和 

G = > OG, (3) 

A 的 元 素 关 于 直 和 (3) 的 表示 式 中 属于 G, 的 分 量 全 体 叫做 A( 关 于 直 和 
(3)) 在 G。 中 的 射影 . 易 见 理想 A EG, 中 的 射影 是 G。 的 理想 ,由 G, 之 
单 性 , BARBIES, MMB G. CUB A EG, 之 射影 非 零 , 则 G, 
CA.AKR UE A N G, 0. 

由 于 G, 是 非 Abel AY, 故 或 存在 21,2, € G, 使 


[215 g2] Æ 0, (4) 
或 存在 E1: "gas Ah tts hy c Gas W c Q, 使 
Leis snd Ris 7s As] Æ 0. (5) 


AAH, 我 们 知道 A 在 G。 中 之 射影 是 G。, 故 有 al € A 使 a1 = gi + 
g1 81 € Ga = 1Gp,B 关 a,B € IT], fH 
[ai,g2] =-a-g2+at+g2=-g! — g1— E2 * B1 tgi + 2 
——81-82*t 81+ 82 = [gi g2] 
Wi [lai g2] € A, 故 得 [g1,g2] € A. 
同样 ,存在 有 a; € A, a; = gi tgi ,gi € Go i — 1,2,…,n 依 理 想 
之 定义 知 A 中 含有 元 素 
[ap tanih ns hase] = — aya,w — Ras hue + 
(a, + hi): (a, + ho; 
但 另 一 方面 ,由 于 [Go, G。] = 0, 
Qalanw = (gi t gir (gs + gn )w = gi "Ea W + 81°" gnw. 
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(ay + hi) (a, + hi)w = (gu + hi + gin (Sn hs + gn )w 
= gi enw t (n hi) (gs + halos 
又 注意 G, 56, 间 依 元 素 可 换 (这 在 上 面 已 用 过 了 ) 便 得 
[ai an;his = [gos gnihi cho) € A BG) 
和 (5) 及 刚 证 的 便 有 A N G, 2 0, Bl G, C A, HHS A 是 若干 个 G。， 
a E LWEM. 
现在 继续 证 明定 理 5. 由 预 理 2 即 得 互 = G, O Gg, AMER 0 + 
bE G, MEHE 
b=atag,a€eG, 
MAb = a 而 cp = 0, 于 是 a = 0,5 = 0, 而 得 矛盾 , MHEG, a € I, 
不 相同 的 非 Abel Q - 群 必 不 同 构 . 
定理 6 AG 是 一 些 强 单 Q- 群 ,其 中 非 Abel Q - 群 中 无 同 构 者 , 的 
AM, WW G 是 D -o- B. | 
证 明 ; 设 G = lene ye GP Seth Ha, 8 € N 是 强 单 Abel 
Q - # ii G, o € M, TR JE Abel Q- 群 , 旦 不 同 的 G。 不 同 构 . 设 4 是 
G 的 一 个 Q- 子 群 . 欲 证 定理 , 依 定理 2 只 需 证 明 Q- 子 群 A 是 G 之 理想 . 
设 0 关 a € A, 则 关于 G 的 给 定 直 和 元 素 a 有 表示 式 
a= hite thi git t+ om (6) 
OFA, € Het Zs BAB,i,5 = 1,2 vn, 
O04 gj E Gaj At Ma; has jt L2, sum. 
FR ncm 为 元 素 a 之 长 .不 妨 设 a 是 A 中 非 零 元 素 有 最 小 长 者 ,考虑 au 所 
和 牛 成 的 0Q- 子 群 ja| .由 于 lal S A M ial C Hg ++ +H, + G, + 
+ Ga > AX fat 中 非 零 元 素 之 长 必 都 是 ”+ m, 即 任意 元 素 x € lal, r2 
表示 式 
x = ohQ4(x)ctosct h, (x) + g(a) + + g(a), 
hi(x) € Hg, gj(x) € G, , 其 中 等 号 右 侧 的 各 项 或 者 同时 为 零 或 者 同时 
不 为 零 . 
SHWE ja) > Hg 利用 r 的 上 表示 式 , 作 
p:x > hix), zr € lal, hi(x) € Hg, 


| 


BEzpnbibur 


走 向 代数 表示 论 刘 绍 学 文集 


FUER lal 到 Hs 内 的 同 态 对 应 , 依 假设 9 是 非 零 的 , 由 HH。 之 强 单 性 ， 
p 是 到 He 上 的 对 应 ,由 上 知 当 x 关 0 时 hi1(zx) 冯 0, 故 9 是 同 构 对 应 . 同 
时 可 证 ial ~ He G,i-112,,nj212,,m. 

注意 到 H, 与 G。 不 会 同 构 , 而 不 同 的 G。 之 间 依 条 件 也 没有 辣 构 者 ， 
便 得 , 或 者 在 a 之 表示 式 (6) 中 只 出 现 一 个 g;, 例如 说 是 

a = £n» 
此 时 [a] = G, 是 G 之 理想 ;或 者 (6) 中 没有 g; 出 现 , 即 
a=h,yt-th,, 


此 时 fal = {hi+… +h,} BRE H = >) OH, WEAR, AA [H, H] 
BEN 


= 0, Am H 28 0-TRRE HHS. BRM 1 中 证 过 的 事实 便 
得 jh + …+Ah 是 G 之 理想 . 
总 之 , 我 们 至 此 得 到 一 个 结论 ;车 A 是 G 中 任 一 0Q- 子 群 而 a 是 A 的 
非 零 元 素 中 有 最 小 长 者 , Ia! = G 之 理想 . 
其 次 我 们 证 明 , HESTA .二 A, 15] 都 是 G 的 理想 , 设 b 之 类 似 
于 (6) 的 表示 式 为 
b = hit thstgit +g, 


Ib] C Hg +++ + Hg + Ga teet Ga, 
1 S 1 t 


B b, Elbl 中 有 最 小 长 的 非 零 元 素 , 则 依 上 bi 之 类 似 于 (6) 之 表示 
式 可 能 有 两 种 情形 

(一 ) RA bi = g,, 则 此 时 理想 i51| BG 之 直 因子 , 故 有 i65b} = jbl 
P Bi, Bi SE Hg, + + Hg + Gato + Gas 

(二 ) RE by = hi(b1) + halb) + + h,(b1), hi(b1) 0, i = 1, 
2,--n. B EA 0,1] 是 理想 , 依 定 理 2 知 它 是 G 之 直 因 子 , 今 证 


G-ibhig >) HOD OG (7) 


BAR BEN 


HERAK 表示 出 现在 上 等 式 右 侧 的 某 一 理想 时 , 则 用 天 表示 该 右 侧 中 
除去 K 外 其 余 理想 的 和 , 首先 G 是 (7) 的 右 侧 中 所 有 理想 之 和 , 其 次 , 注 
意 到 原 给 G MAMTA RH, H] = 0, 易 见 对 (7) 之 右 侧 中 任意 天 都 
有 [K,K] = 0. 设 
O= xzthi+ +h, +t + hgt got cc CB BUND) 
x € lb h; € Hg, i —2,^7 n, hg € Hg, ga € Gas 


必 有 此 等 式 中 每 一 项 都 是 零 , 这 是 因为 
O=Aylx) te thx) theater th, the tor tg 9 
=hy(x) t+ (ho(xz) + ho) te + CA, (x) thal + hgt t+ ga tb n 
(8) 
因而 hi(x) = 0,18 6, BO-FH 00] 中 有 最 小 长 之 非 零 元 束 而 x € 
fbi}, PURER ho(x) =… = h,(x) =0, 再 由 等 式 (8) HFA h, = 
= h, = hg = 二 … = ga =… = 0, 即 证 得 G 之 每 一 元 素 在 (7) 之 右 侧 的 和 
中 有 了 唯一 表示 式 总 起 来 便 有 直 和 (7), 此 时 有 
lb! = {bi} BD By, 
-iin( X emoe»es) 
By B. BEN a€M 


C Hg ++ + Hg + Ga to + Ge 
总 之 ,无 论 这 两 种 中 那 一 种 情形 都 有 
lb} = {by} BB: 
lbi) 是 G 的 理想 而 Bi 中 每 一 元 素 之 长 都 较 b 的 小 , 依 归纳 法 假设 Bi 该 
是 G 之 理想 , 故 得 151 是 G 之 理想 . 
最 后 再 用 一 下 定理 2 便 知 G HD -0Q - 群 , 定理 全 部 证 完 . 


$4.SD -Q- Æ, R -2-# 


定理 7 0Q- 群 G 是 SD -Q- 群 当 且 仅 当 G 是 一 些 强 单 Q- 群 的 直 和 . 

WER: E G 是 SD -0 - 群 , 则 依 定理 1, G 是 ND -0 - RE, 因而 是 单 
Q- FFG. a € LI 的 直 和 . 若 A 是 某 一 G。 的 真 Q- 子 群 , 则 依 G 之 SD TE, 
必 有 G 的 一 个 理想 B, 使 

G=A+B k A[|B-0, 
因而 
G,-A-«*-G,(B 及 AN(G,1 B) =0, 

MAG, N B ÉG, 之 真理 想 ,但 这 与 G 之 单 性 矛盾 , 故 每 一 G, 都 是 强 单 
Q- Bt. 

RZ, 4 G ÆRA A-E G, a € I, 的 直 和 而 A 是 G 的 任 一 Q- 子 
RF, WA 


G=A+ >) OG. 
a&i 
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将 I 良 序 之 , 若 对 所 有 a < (一 固定 足 码 )G,。 之 取舍 已 确定 , 而 设 M 是 保 
留 下 来 之 G, 的 足 码 集 , MS 
A 十 2,G, IG, ZK = 0 
时 保留 G,, 否则 使 去 G,, 此 时 依 G, 之 强 单 性 必 有 
C A * >G, 
这 样 设 所 有 保留 下 来 的 G, 之 足 码 集 是 了 , 则 易 见 (和 定理 2 类 做 ) 
G -A*2,6. WA 2,6. = 0, 


显然 G, 是 理想 . 
agr 


定理 8 0- 群 G 是 R -Q- 群 当日 仅 当 G JÉ— ER O- REG, a€ 
1, 其 中 无 同 构 的 非 Abel 强 单 Q - 群 的 直 和 . 

证 明 : 若 G 是 R -Q- 群 , 则 依 定 理 1, G 是 SD -0- 群 ,因而 依 定理 7， 
G 是 强 单 9- 群 G。,a € I, 的 直 和 .若非 Abel O-R G., Go, o Æ B, a. B 
€ I 同 构 , 则 必 将 引出 矛盾 .为 此 , 设 e BG, 到 Gs 上 的 一 个 同 构 对 应 , 则 
一 切 形 如 a + ag,a € G,, WIRE H, 如 定理 5 中 所 证 ,是 Q- 子 群 . 今 
考虑 0 - 子 群 

A-H* >, G 


r 
Ya, Y*-B, y€l 


如 定理 5 中 所 证 
G, N H = 0, 
故 从 而 知 A 是 G 之 真 Q- 子 群 ,但 4 所 生成 的 理想 , 依 预 理 2, 等 于 G, 所 
以 A 不 能 是 G 之 正则 因子 , 故 G,, a € 1, 中 无 同 构 的 非 Abel O- E. 
R2,4G6 是 定理 中 所 述 的 直 和 , WG 是 D -0 - 群 当 然 更 是 RR - 
OQ -和 群 . 


$5.F -Q- 85, F -QA -和 群 


用 QA - 群 表示 具有 Abel MEH NO- 群 . 
一 个 Q- 群 (04 - 群 )G RAR a- FREA - 子 群 )B1, B; 的 自由 
和 , 并 记 成 
G = Bı *oB2(G = BixaaB2z) (9) 
如 果 G = 1B1, Bs,1, 并 且 若 任意 给 定 B;(i = 1,2) 到 任意 给 定 的 Q -和 群 


(QA - BÉ) G' 中 的 同 态 对 应 w,(i = 1,2) 则 必 存 在 , 且 只 有 一 个 ,0Q - RE 
(QA -85G 到 0Q- 群 (QA - E) G" 中 的 同 态 对 应 p, CE B,C = 1,2) 上 
与 oi = 1,2) BA. 

若 已 知 有 (9), 取 B = Bi 而 命 p11 是 Bi 到 B 上 的 恒 等 自 同 构 而 ps 是 
B, 到 B 内 的 零 同 态 , 依 自由 和 之 定义 必 有 G 到 B 上 的 一 个 同 态 p. 由 于 o 
在 Bl 上 与 o, 重合 , 故 Bi 门 C = 0, 这 里 的 C He 之 核心 . 依 [1] 中 结果 
CHG 之 理想 . 另 一 方面 , p FB, 上 与 o; 重合 , 故 B, 性 C. 由 于 B, B; 
所 处 地 位 的 对 称 性 , 这 就 证 明了 下 面 

WES 下 -0- 和 群 必 是 RR-0- 群 ;F-94- 群 必 是 R-0A- 和 群 . 

不 难看 到 (或 参看 [6]), 若 Q- 群 G (9), B. B, z 0, B; z 0 则 必 
[B,, B5] 40, Æ QA -#G (9) HO 非 空 时 亦 必 有 [Bi, B;] z 0. S uE 

定理 9 G 是 F- 0Q- 群 当 且 仪 当 G 是 一 个 强 单 0Q- 群 ; 当 Q 非 空 时 ， 
G 是 F - QA - 群 当 且 仅 当 G 是 一 个 强 单 QA - 群 . 

WRR: it G JÉF - QQ- 群 ,不 妨 认 为 G 750, KB, G 是 R-Q- 群 ， 
因而 有 

G = 2, DG, (10) 
其 中 G, 是 强 单 Q7 HE, G, £0,0 € LAL SAAT LOR, SERE 
中 一 个 G,, 由 于 G 有 性 质 下 , 故 必 有 一 QQ - 子 群 B, 显然 B 关 0, 使 
G-G,*gB 因而 [G。,B] 关 0， 

4 G, dé Abel - Q- R$, MWIKO) ALGa, G] = 0, 与 上 矛盾 . 若 G, 是 非 
Abel - Q - 群 , 则 由 [G。,B] 关 0, 知 B 关 于 直 和 (10) EG, 中 的 射影 必 不 
AS, 因而 依 预 理 2, B EG 中 所 生成 的 理想 包含 G,, 但 这 与 预 理 3 之 证 明 
AAAS, 故 G 是 一 个 强 单 0 - BF. 

反之 , 一 个 强 单 Q - FRERE F -Q- 群 . 

完全 类 似 的 讨论 便 得 到 定理 中 的 第 二 个 结论 . 


86.— HE # it 


由 于 强 单 群 显然 是 且 仅 是 元 数 为 素数 的 循环 群 , 所 以 没有 非 Abel 的 
强 单 群 , 这 样 对 于 群 来 说 由 上 面 定 理 5,6,7,8 便 得 [ SD) - [R]=[D] 且 
D - 群 是 旦 仅 是 一 些 元 数 为 素数 的 循环 群 的 直 和 , 这 就 是 [2]、[5] 中 的 结 
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果 , 而 从 形式 来 看 这 里 的 结果 较 [5] 中 关于 D - BERI ZO BILE HP E. 显然， 
[3] 中 关于 ND - 带 算 子 的 群 的 结果 是 定理 2 的 推论 , 而 [2] PAF F-E 
之 结论 是 定理 9 的 推论 . 

由 于 强 单 宕 结合 环 显然 是 且 仅 是 加 群 为 素 元 数 的 循环 群 的 零 环 以 及 
KR, 并 且 把 环 看 成 Q- 群 时 易 见 零 环 是 Abel 的 而 素 域 是 非 Abel 的 , 这 样 
由 定理 $ 和 6 便 得 [4] 中 关于 D - 环 的 结果 . 
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O TIPAMbIX CJIATAEMDIX 
B MYJIBTHOIIEPATOPHDbIX 
TPYMIAX 


Pesiome I[pynns c MyJIbTHOMepaTOopaMH  BBeJeHbI B paGore!! . 
liweunuo,rpynuna G,a/JXHTHBHO 38nHCaHHas, XOTA He OÓSSaTeJIbHO 
KOMMyTATHBHa3, Ha3bIBaeTCs rpyrmnoA c cucreMoit MYyJIbTHOMepaTopoBOusH, 
Kopoue, Q-rpynnoğ, ecHH BcHKHH onmeparop w € Q BTREeTC n-apHor 
aureópauueckol onepauuei,s3amanuolh B G,n 之 l,mpmueM BBIIOJIHSeTCs 
Tpe6oBanue 

0 0:09 = 0 
O60suauHM HWXXe YKa3aHHble CBOHCTBa, KOTODBIMH MOryT Oo6nanaTb 
nanunbre(1-rpyrmbi, Yepe3 CJIeEyIOIIHe ÓyKBBI: 
ND :K23XKAbt wheal HABAIACTCA NPAMbIM CJIAaTaeMbIM ; 
SD :kax71as (1-nonrpyrnrma sBJIseTCs nONYNPAMPIM CJIaTaeMBIM; 
R: raxnag Q-noarpynna ABJIAeTCA IIpaBHJIBHBIM CJlaraeMbIM B 
CMPICJIe 工 oJIOBHHS8 ; 
D : KazKIag ()-nonrpynrma ABIAETCA HDHMPIM CJIaTaeMPIM; 
F ;raxnag f1-nonrpyrnrma 4BAAeTCA CBOOODHBIM CJaTAEMPIM. 

IIoxHbie orpezezeHuHs 3THX CBOHCTB H BCTpeualoOllHXC4H HHDKe IIOHSTHH 
HaHANyTCH B pa6orax! 1181-171, Q-rpynna, o63agaronias cBpoiicrTBoM M 
o6osuauaercs uepes M-O-rpynny, 

JlokasaHbr HaMH cjJIeEyIOIIHe TeapeMEI: 


Teapema 1 G ecTEND-O-rpynrra Torma H TOJIbKO Torna, Kor;ga G ecTb 
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HpaMas cyMMa mpocTBx Q-rpynn IIpsroM JIO6PIe ABa TAKHX MpAMBIX 
pasJtoxxenusi 0-rpynnbt G H3OMOop 中 HPI Mexury co6oit 

Q-rpynna Ge3  HeTpHBHaJIbHbIX  flmonrpynm  Ha3biBaeTCa — CHJIbHO 
npocToH, 

Teapema 2 G ects SD-(0-rpynna Torna H TOJIbKO Torna, Korza G ecTb 
IIDSIMasSi CyMMa CHJIPHEIX IrpocTbIxf1-rpyrmn, 

TeapeMa 3 Jina ()rpynn cBoücrBa R m D axsunanenTHhi MeXJLy 
co6oH. 

Teapema 4 G ecTE D-Q-rpynna Torga H TOJIbKO Torna, Korna G ecTb 
HpsMas CyMMa CHJIbHO HpOCTBIX a6eJIeBEIX O-rpymm H CHJbHO HpocTEIX 
HeH30Mopoubrx Apyr Apyry He-a6eJIeBPIX f)-rpynm. 

flrpynma c  a6eneBok  ajJuHBHol  rpynnoi ÓyHeT HA3bIBATÞCA 
QA-rpynnon. 

Teapema 5 G ecre F-Q-rpynna(F-QA-rpynna)toraza H Tozbko Torna, 
korga G ecTb CHJIPHO HpocTag O-rpynma(cusbHo npocras QA-rpynna) . 

Tak Kak x QHCJIY Q-rpynn mpHHannexaT rpynnbt, KOJIbIA,A TAKKE 
rpyunbl H KOJIbIja C OnepaTopaMH, TO H3 HaIIHX TeapeM, KaK IIpocTbie 
CJI€JICTBH3, BbITEKAIOT BCe H3BeCTHPIe JO CHX NOP aHaJIOTHUHBIe pe3yJIbTATbI 
AJ rpynm H KONE, C orepar-opaMH HJIH Ge3 omHepaTopoB(cM.L3j[4j15][2]) a 


TAKE paHee HCH3BECTHbIe Dpe3yJIbTaTbI AJIA HHX. 


数学 学 报 
1980, 23(5) :797 ~ 800 


几 类 非 结 合 环 的 局 部 项 零 性 
和 Levitzki 根 


On Local Nilpotency of Some Classes of Non- 
Associative Rings and their Levitzki Radicals 


在 [3] 中 对 于 交错 代数 , Jordan 代数 以 及 代数 的 Lie 代数 证 明了 局 部 
有 限 代 数 借 助 局 部 有 限 代数 所 得 的 扩张 仍 是 局 部 有 限 的 .由 之 可 得 上 述 
三 类 代数 的 有 关 局 部 笑 零 性 的 一 些 结果 .本 文 的 目的 在 于 把 上 述 结果 推 
广 到 交错 环 , Jordan 环 及 代数 的 Lie 环 上 去 .从 而 可 得 这 三 类 环 的 有 关 局 
PRES HER) ER. 

设 环 A 以 I 为 其 算 子 环 而 1 是 可 换 主 理想 环 . 说 A 是 模 有 限 环 , 如 果 
把 A MEI - 模 时 , 它 有 有 限 生成 元 系 . 当 工 是 域 时 这 就 是 代数 的 有 限 维 
的 概念 .对 一 般 环 可 取 了 为 整数 环 , 此 时 模 有 限 环 是 指 其 加 群 为 有 限 生成 
的 Abel 群 的 环 . 说 环 A 是 局 部 模 有 限 的 , 如 果 A 的 任意 有 限 个 元 素 生 成 
的 子 环 是 模 有 限 的 .现在 来 证 下 面 三 个 预 理 , 其 中 环 A 都 以 可 换 主 理想 
KI 为 算 子 环 . 

预 理 1 AHA 之 理想 R 及 商 环 A/R 都 是 局 部 模 有 限 的 , 则 A 
也 是 . 

预 理 2 ” 若 Jordan 环 4 的 理想 R 及 商 环 A/R 都 是 局 部 模 有 限 的 , H 
A ZTE A 2( BA 的 加 群 中 没有 阶 为 2 的 元 素 ), 则 A 的 任意 有 限 个 元 
素 生 成 的 子 环 C 中 必 有 一 有 限 生成 的 I- 子 模 D, 对 任意 x € CARE 
D, EP n = n(x) BARK 


« 1964 年 2 月 20 日 收 到 .1979 年 5 月 18 日 改 为 此 简报 形式 . 
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说 Lie 环 A 为 代数 的 , 若 对 任意 x, y € A, 存在 一 自然 数 & = k(x， 
y) x, zy yz = (zi)y 中 最 后 一 个 元 素 可 表 为 前 面 & 个 元 素 的 线 
性 和 , 系数 在 I P. 

预 理 3 若 代 数 的 Lie A 的 理想 R 和 商 环 4A/R 都 是 局 部 模 有 限 
的 , 则 4 也 是 . 

这 三 个 预 理 的 证 明 顺 序 与 [3] 中 $2 预 理 2,3, 4 的 证 明 类 似 . 为 了 说 
明 问 题 在 这 里 给 出 预 理 3 的 完整 证 明 , 其 他 的 证 明 较 长 请 参看 [3]. 

预 理 3 的 证 明 ; 显 然 只 需 讨 论 A = A/RJÉBUSIBI IDE. a; i = 
1,2,…,n 是 有 限 生成 1 - RA 的 一 组 生成 元 , WA 


aja, = >) faa + anig = 1,2,°:,n (1) 
其 中 a, 是 剩余 类 a; 的 某 一 取 定 的 代表 , Fia € I, zr; € R.A TUE A 是 
局 部 模 有 限 的 , 只 需 证 ci,i = 1,2,…,n 和 R 中 一 包含 zx; ,i,j = 1,2,…， 
n 的 模 有 限 子 环 X 在 一 起 于 A 中 生成 模 有 限 子 环 , 这 是 因为 我 们 有 可 换 
主 理想 环 上 有 限 生成 的 模 的 任 一 子 模 也 是 有 限 生成 的 这 一 熟知 事实 . 
令 了 1 = 1,2,…,m 是 模 X 的 一 组 生成 元 . 令 M 是 由 a;,i = 1,…， 
n 及 zj;,j = 1,…,m 组 成 的 集合 .用 M 中 的 元 素 可 以 作 任意 长 度 的 非 结 
合 字 . 字 之 长 用 ad (5b) 来 表示 ,下 面 将 用 
b-—b,t*b,t +b +O 
表示 :在 环 A Pb ACE; 及 一 些 其 长 度 小 于 4d (5),d (6b;) 的 字 的 和 , A 
ARAS b = co 也 是 有 意义 的 . 令 Ww 是 所 有 至 少 售 一 个 z; 的 字 的 全 体 . 令 
W, RW 中 所 有 长 度 过 的 字 的 全 体 . W, 是 R 中 的 有 限 子 集 , 故 生成 R 
的 模 有 限 子 环 B;. 若 N 是 所 有 au; 生成 的 1 LS, BRB, + N 是 A 的 有 
限 生成 子 模 , HAA AAA a; 和 x; .因而 要 证 所 有 a;, 2, 在 A 中 生成 模 有 
限 子 环 , 只 需 证 存在 一 自然 数 &, 使 B; + N 是 子 环 .而 为 此 利用 (1) 只 需 
WEE W C B}. 
因为 Lie # A 是 代数 的 , 且 X 是 有 限 生成 模 , 故 对 每 一 a;, 存在 自然 
数 n;, 有 
xa,» = VrEX (2) 


和 通常 一 样 ,其 中 ra" = (rata BUR = > n;+1. 对 字 之 长 度 作 归 纳 


法 来 证 W c B,. 
bc W. 易 见 我 们 有 
(ba;)a; =— (aja;)b + (ba;)a; = (bai)a; +™ (3) 
xx ARIAT (0.26 d (5) <k, Wl b € W c B,. t d(b) >k. 
BEF 5b 中 只 有 一 个 形 如 zx; 的 因子 , 说 是 z1, 由 于 Lie 环 是 反 交 换 
B), 故 可 设 5 = rana (RRA IEMRA, B xa; a; ai = 
(aya; …ai Jai), 否则 易 见 将 有 5 = .因为 4(5) >k= 2n €, 


某 一 a;, 说 是 ai 在 8 中 至 少 出 现 ” 次 .利用 变换 (3) 将 因子 a, 不 断 地 向 
前 移动 , 最 后 可 得 
b= AYA; a; +. 

由 之 据 (2) 便 得 6 = co, IF AREA A b € B. 

假若 在 中 出 现 两 个 以 上 形 如 zi; 的 因子 , 则 可 设 8 = bib2ai Qi 
其 中 bb; € W. 用 等 式 

(bib2)a = (ab2)b1 + (b1a)6; 

去 变换 便 得 = >》) b bi F bi, bi € W 且 其 长 度 显然 小 于 qd (6b). 依 
归纳 假设 即 知 这 些 b; 属于 Bi, 因 而。 €. B, .这样 就 证 得 W S B,. 

利用 这 些 结果 , 转 来 证 明 下 面 三 个 了 预 理 . 

预 理 4 RA 是 交错 环 . 若 A 的 理想 R 及 商 环 4/R PEARS 
的 , 则 A 也 是 . 

证 明 ; 由 于 局 部 寡 零 环 必 是 局 部 模 有 限 环 , 故 依 预 理 1 知 4 是 局 部 模 
有 限 的 . 另 一 方面 , 易 见 A 是 笑 零 元 素 的. 故 4 中 任意 有 限 个 元 素 所 生成 
的 子 环 C 是 寡 零 元 素 的 且 是 模 有 限 的 .但 主 理想 环 工 上 的 有 限 生 成 模 对 
子 模 有 极 大 条 件 , 因而 环 C 对 子 环 有 极 大 条 件 . 依 [4] PAR. MHS F 
RAR KE FES ICR AC EES HY, A OC SESH. 

WBS 设 A 是 Jordan 环 且 4 CREA 2,35 A 的 理想 R 及 商 环 
A/R HMR, WA 也 是 . 

证 明 : 设 CHA 中 有 限 个 元 素 生成 的 子 环 . 易 见 C 是 医 零 元 素 的 .下 
面 证 明 C PARAMS FH I Zorn 5138, 为 此 只 需 证 明 C HER 
零 子 环 链 BiSE B;E…SEBE… 之 并 B 也 是 笑 零 子 环 . 依 预 理 2 在 C 
中 存在 一 有 限 生成 的 子 模 D, 对 任意 x E C 有 2”rx E D.H n = n) 
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是 自然 数 . 作 模 D 的 子 模 链 Di SDG CD, C+ HD; = BN 
D. ATE D 对 子 模 有 极 大 条 件 , 故 dm HB, 1 D=B,1 D,szm. 
这 说 明 对 任意 zx € B,,s 宇 m, 必 有 一 n = n(x), ffí82": € B .由 此 注 
意 到 A 的 特征 + 2 便 得 , 若 Bn LEER k, 则 对 任意 s > m, B, 的 
FES BRE 上, 即 得 其 并 BRS. 

男 一 方面 , 依 [4] 中 结果 , EAE SUR Jordan FARA RT CORA 
SHH. BUB C 本 身 是 寡 零 的 . 

预 理 6 设 4 是 Lie 环 且 满 足 Engel 条 件 ( 即 对 任意 rz,yEA 有 自 
FRU n = 2(z,y), 使 zx = 0). GA 的 理想 R 及 商 环 A/R ERRER 
HJ, 则 A 也 是 . 

WEAR: A Engel 条 件 的 Lie 环 当 然 是 代数 的 , 故 依 预 理 3, A 是 局 部 模 
有 限 的 . 设 C 是 A 中 有 限 个 元 素 生 成 的 子 环 .由 上 知 模 C 是 有 限 生成 的 . 
设 c1,…,c E C 的 生成 元 , 则 由 Engel 条件 ,对 任意 x € C, n; fli ca" = 
0. 取 ”= maxn;, MA Cx” = 0. 即 C 是 大 零 元 素 Lie 环 . 另 一 方面 知 C 对 
子 环 有 极 大 条 件 , 依 [5] 中 结果 知 C BSH. 

由 这 几 个 预 理 依 通常 的 方法 便 得 下 面 两 个 定理 . 

定理 1 A 是 交错 环 ,或 特征 不 为 2 的 Jordan 环 ,或 有 Engel 条 件 
的 Lie 环 , 则 A 中 存在 一 最 大 的 局 部 只 零 理 想 R( 称 之 为 A 的 Levitzki 
Tf), ERS A 中 一 切 局 部 医 零 理想 , HAI A/R 的 Levitzki 根 为 零 ( 称 
之 为 Levitzki 半 单 的 ). 

定理 2 WA 是 交错 环 ,或 特征 不 为 2 的 Jordan 环 , 或 有 Engel 条 件 
的 Lie 环 . 若 A 中 有 一 递增 可 解 链 ( 即 有 一 子 环 链 0 = Ao C Ai CC 
A, C C A, = A, BPS a 是 极限 数 时 4。= UAn 而 当 a 一 1 存在 时 
有 A2 & A,-_1), 则 A JE SERERE B. 

定理 17 中 关于 交错 环 部 分 是 Levitzki [1] 中 关于 结合 环 的 结果 的 推 
I”, 而 关于 Lie 环 的 结果 是 16] 中 定理 3,4 的 推广 . 


D 改写 时 附 记 .定理 1 中 关于 Jordan 环 部 分 以 及 预 理 2 也 是 以 下 两 
文中 的 主要 结果 ,epnarop K.A., 了 PaspettMocTP H HHJIBHOTeHTHOCTbE 
HopnzaHoBBix KOEN, A.zre6pe nu zoruka, 1966,5(3):37 ~ 58; Tsai C.E., 
The Levitzki radical in Jordan rings, Proc. Amer. Math . Soc. , 1970,24; 
119 — 123. 
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定理 2 是 与 [2] 中 关于 群 的 定理 相 平 行 的 结果 . 其 中 关于 Lie HH 
果 与 [7] 的 主要 结果 相 类 似 , BAM: WA 是 有 n 次 Engel 条件 的 Lie 环 
且 其 特征 与 n! BUR. A A 还 是 可 解 的 , 则 A RSH. 

下 面 给 一 个 Lie 环 的 例子 说 明和 定理 1,2 PAK Lie HH Engel 条 件 是 
不 能 去 掉 的 . 

ei = 0,1,2,… 是 整数 环 上 自由 模 A WE. WE e = 0,; = 0, 
1,2, ;ee) 二 一 ejei isj 70,1,2, ;ew, =0,2,7 = 1,2,.;e0e: = eitis 
i = 1,2,…, 则 A RW Lie PR. ER 是 ez = 1,2… 生成 的 子 模 , 则 易 见 
R 是 A HRA MSR, (A A/R DICERES. 

最 后 我 们 指出 , 由 预 理 4, 5,6 可 直接 得 到 下 述 结果 . 

定理 3 有 理想 化 子 条 件 的 交错 环 , Jordan FR Lie HY ARH 
FH. 

此 定理 在 [8] 中 是 用 另外 方法 证 明 的 . 
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每 一 于 代数 者 是 理想 的 代数 


On Algebras in Which Every 
Subalgebra is an Ideal 


Those groups in which every subgroup is normal and those loops in 
which every subloop is normal are determined in [1] and [2] respectively. 
The problem of the determination of those rings in which every subring is an 
ideal (abbreviated as H- ring) is more complicated and unsolved. There are 
several results dealing with H- rings of special kinds. Those H- rings with a 
single generator were given in [3,7]. Those rings in which every subgroup 
is an ideal were described in [4]. In [5] and several related papers, F. Szász 
discussed a family of rings that may be regarded as special kind of H- rings. 

The purpose of this paper is to determine those H-rings with special 
operator domain that we will call H- algebra. The isomorphism problem of 
H-algebras is also discussed. Our main theorem is the following. 

Theorem 1 Let A be an alternative ring or a Jordan algebra over the 
field (in the case of Jordan algebra, we assume that the characteristic of ® 
Æ 2).°Every subalgebra of A is an ideal if and only if A is one of the 
following algebras: 


1)one-dimensional idempotent algebra; 


Received April 8, 1963. 
(D For basic definitions and theorems about alternating rings and Jordan 


algebras, we refer to A. G. Kuros, Lectures on general algebra, Fizmatgiz, 
Moscow, 1962( Russian), and A. A. Albert, A structure theory for Jordan 
algebras, Ann. of Math. 1947, 48(2) :546 — 567 
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2)null algebras i.e. algebras with null multiplication; 

3)an algebra with basis ag, a;, i € I(where I is a nonempty index set 
of arbitrary cardinal number)and with the following multiplication table: 

aĝ = 498; = Gjdg = 0, a,a; = Qjp» 
a; € ®, i,j € I. 
Moreover, if N is a finite subset of I, then > i je NUE is nondegenerate 
in the sense that 2 i je NUMA; = 0,03; € ©,1 € N implies a; 20,: EN. 
4)direct sums of algebras of 1),2),3) types with at most one from 
each. 

Before proving Theorem 1, we first give two simple corollaries. 

Corollary 1 H-algebras are associative, and if A does not contain 
idempotent elements, then A? = 0. 

Corollary 2 If every second degree polynomial over d is reducible, 
then every H-algebra A splits as a direct sum 

A = A, A; DA, 
where A, is a one-dimensional idempotent algebra, A; is a null algebra and 
A3 is a two-dimensional algebra generated by a nilpotent element of 
nilpotency three;or possibly with some of the three summands neglected. 
Hence, every H-algebra over such a field is commutative. 

Since the only nondegenerate quadratic form over ® is of rank one, we 
see that the I in 3) of Theorem 1 contains at most one index and hence 
Corollary 2 follows. 

In case the field © does not have the property of Corollary 2, it is easy 


to construct noncommutative H-algebras by Theorem 1. 


$ 1. The proof of Theorem 1 


In this section, we let A be either an alternative ring or a Jordan algebra 
over a given field .It is well known that A is power-associative, i.e. the 
subalgebra a} generated by an element a € A is always associative. 


We first prove several lemmas. 


Lemma 1 Let A be an H-algebra;then A is locally finite. 

Proof Let a be any element in A.If lal is infinite-dimensional then 
a,a^,:-,a",-- are linearly independent.But,by the definition of 
H-algebra, la^] is an ideal, hence a? = a + a*{a*}, which is a contrad- 
iction. Hence |a | is finite-dimensional. Now let a;, i = 1,2, +, m be finite 
elements in A, we see easily that 

lais azs", ami = lail + fag} +++ + lan! 
is again finite-dimensional,i.e., A is a locally finite. This completes the 
proof. 

Lemma 2 If A is an H-algebra with at least one element that is not 
nilpotent, then A = lel @ A, with e? = e and A, is nilpotent. 

Proof Let a € A be an element in A that is not nilpotent. By Lemma 
1, lalis finite-dimensional and hence {a} contains at least one idempotent 
element e. We will show that ie] is a direct summand in A. 

Let Ay = Ix € A | ex = 0}, we claim that A = lel @ A,.Since 
elis an ideal and e is the unit element in lel,for any x, y € Aj, we have 

i)in case A is an alternative ring: 

ze = e(ze) = (ex)e = 0, 
e(xy) = Cex)y — xCey) + (xe)y = 0, 
ii)in case A is a Jordan algebra;in the identity 
[(yz)alw t+ [(zew)acly + ((wy)z lz 
= (yz )(rw) + (zw) (zy) + (wy) (zz), (1) 
put w = z = e,and we have e(xy) = 0. 
In every case zy € Aj, namely, A, is a subalgebra. Since je} N A; = 0 we 
see that 
je, Ail = lel PBA. 
On the other hand, to any a € A, we have 

a = (a — ea) + ea,e(a — ea) = ea — elea) = ea — ea = 0, 
i.e.A = le, Ail = lel PA}. 

It is obvious that A, is also an H-algebra. If A, contains elements that 


are not nilpotent, by the above argument we have A, = {ell (D Az, ei = 
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e1 ， That is 


A = lel Ble} @ Ao. 
Let f = el + e2;then f is idempotent and {f} is one-dimensional. On the 
other hand e = ef € |f} and e} = eif € {f} and e,e, are linearly 
independent, which is a contradiction. Hence A, must be nilpotent. The 
proof is complete. 

Lemma 3 Let A be an H-algebra, then every nilpotent element a € 
A is of nilpotency < 3,i.e.a? = 0. 

Proof Suppose there is an element a € A,a” = 0,a"  züand n > 
4. Then (a” Y = 0 with m = [(n + 1)/2), m * 1 n - 1. But a"?! = 
a" » a € la"| and la"| is one-dimensional, so that we have a"*'! = 
aa",a € ®.If a £0 then a is not nilpotent;if a = 0 then a" ^! = 0, 
which is a contradiction. Hence n < 3, and the proof is complete. 

Lemma 4 Let a be an element in an H-algebra A with the property 
a? = 0, then aA = Aa = 0. 

Proof Let a be any element in A, we will show that a * b = ba = 0. 
By Lemma 2, we may assume 5b is nilpotent and hence, by Lemma 3, b? = 
0. Since lalis one-dimensional, ab = aa, a € ®. We have the following two 
cases; 

i) Alternative ring case:by the Artin theorem(see p. 229, A. G. Kuros's 
Lectures on general algebra) we know that every subalgebra generated by 
two elements is associative; hence 

0 = ab? = a?a implies a = 0. 
ii)Jordan algebra case: put w = a,x = y = z = b in the identity (1) 
we have 
2[(ab)b]b =- ab? + 3(ab)b?. 
But 5b? = 0,and ab = aa, we have 3(ab) b? = 2a?a and hence 
9[((ab) b*)b ]b? = 6a? (ab)b? = 46a. 
On the other hand, put x = b, y = ab,z = w = 6%, we have 
2[((ab)b*)b 15? =~ (ab)b° + 2[ (ab) 5?]5? + [(ab)b]5^ = 0. 


Hence 4a? = 0, a = 0 for the characteristic of ® Æ 2;thus we show in both 


cases ab = 0.Similarly, we may also show that b * a = 0. The proof is 
complete. 

Lemma 5 Let A be an H-algebra and a,b € A such that a? # 0, a? = 
0 and b? Æ 0, b? = O0. Then 

i)a, a? are linearly independent; 

ii)a, a’, b, b? are linearly dependent; 

iii)b? = aa?,ab = Ba’, ba = ya?^,a,g,Y € O. 

Proof i)is obvious. We prove ii). 

Suppose a,a?, b, b? are linearly independent, then{a,b} = {a} @ 
{b}, becausela! and {b} are ideals with basis a, a? and b, b? respectively, 
Now, la + blisa two-dimensional subalgebra with (a + b) and a? + b? as 
basis. Since {a + b} is an ideal, we have a? = a(a + b) € la + b} and 
hence in the two-dimensional subalgebra {a + b} we get three linearly 
independent elements a + 6, a? , b*, which is a contradiction. 

The proof of iii). If a, a?, b. are linearly dependent, then b = aja + 
a;a^. By Lemma 4, we have b? = ała’. If a, a?, b are linearly indepen- 
dent, we have 

b? = aya + aza? + Bib. 
Now, if ab = 0, then, multiplying by b on both sides, we get 8,67 = 0, 
namely, 9, = 0;similarly, we get aja? = 0 and hence o, = 0 and b? = 
aja’. lfa+ b Æ 0, we get 
aiab = 一 Bib", Biab 三 一 aja’. 
It is obvious that either a1, 8, are both nonzero or they are both zero. If a, = 


By = 0, we again have b? = aza’ ;if al Æ 0, B, + 0 we have 


We have already shown the first part of iii), for the rest, they follow from 
Lemma 4 and the fact that ab € {a}and is a linear combination of a and 
a’. 

The proof of Theorem 1.Let A be an H-algebra; we have the following 


Cases; 
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1)If A contains at least one element that is not nilpotent, then, by 
Lemma 2, A = lel @ Aj, €? = e and A, is a nilpotent H-algebra. 

2)If all elements in A are nilpotent, and A is not a null algebra, then, 
by Lemmas 3,4,5, A is nilpotent and A? — 0 with at least one element a, 
a? #0. 

3)Let A be an H- algebra such that A? = 0 and there is an a € A with 
a? Æ 0. Then, by Zorn's lemma, there is a maximal null subalgebra A,’ . Let 
ag = a?, we see easily that ag € A, by Lemma 4. Let ag, b,, t € T (T is 
an index set) consist of a basis for A, ;and ag, b,, t € T ;a;,i € I (Iis 
another index set) form a basis of A. We may assume a = aj,1 € I,i.e. "Y = 
ay. It follows from the choice of A;' and Lemma 4 that any nonzero element 
in the linear subspace generated by a;i € I is of nilpotency = 3. 
Furthermore, by Lemma 5, the linear subspace generated by ag, a;, € I is 
a subalgebra A4. Let A; be the null subalgebra generated by b,, t € T, then 
we have trivially 

A = A, @ A3. 
Moreover, by Lemmas 4 and 5, A; has the following multiplication table 
with respect to the basis a9, a;, € I, 
ai = aga; = ajo = Q, CiCj — ajas 
a; € O,i,j € I. 

Now,we claim that the quadratic form 2i 1 je NUE; given by the 


structural constant a,; is nondegenerate for any finite subset N © I. Let a; 


€ 0,1 € N be not all zero, then c = 2, cpi 0 and hence c + 0. But 


we have 
2. 
c? = | > ajaa; Jao. 
LJEN 
That is, 
> agna; 天 0 
JEN 


for a;,2 € N,not all zero. The necessary part of the theorem is now 
completely proved. Now, we shall show that it is also sufficient. 


First we observe that algebras of 1), 2) types are H- algebras and they 


are all associative. We claim that all algebras of type 3) are also H- algebras. 
To show that, we need only to show that {c} is an ideal for every c € A3. 


In terms of the given basis, 


c = agao t+ Pja;,075 a; € Gi EN, (2) 


IEN 
where N is either the empty set or a finite subset of I. If N is empty, we 
have Ic} = lagland ao * x = 0 for all x € A3, |c} is obviously an ideal. 


If N is nonempty, we have 


and by the nondegeneracy of > 5 je üT IT)» WE see that > i, je NUIT 天 
0 and hence {c} is a two-dimensional subalgebra with c, ao as a basis. Since 
the product of any two elements in A; is a multiple of a9, aag, a € ®.We 
see that {c} is an ideal. Moreover A3 = 0;it is trivially associative. Finally, 
we shall show that those algebras of type 4) are H-algebras. Let A = A,€D 
A- A4and d € A, 
d=a+b+i+c,a€ Ai,bE€ A,,c € A;, 

and c is given by (2). If a 40 then A, © {d land (b +c)? = c?. Hence |b 
+ cl is an ideal and id! = A, + Íb +c} is an ideal. If a = 0 then ld! = 


|b + c} is again an ideal. 


$ 2. isomorphisms of H- algebras 


In view of Theorem 1,the problem of isomorphisms of H- algebras 
reduces to the problem of isomorphisms of H-algebras of third kind. We 
only consider the finite-dimensional case. 

Definition Let(a,)be a n X n matrix over ®. We call it an H-matrix 
if the associated quadratic form x(aj)r' is nondegenerate where x = 
(x1, …， x, )and x” is the transpose of z. Two H- matrices (aj; )and( 8; )in 
GO, are H- equivalent if there exists 0 # a € 4 and a nonsingular matrix 
T € @, such that 

(a5) 一 aT ( B;, ) T'. 
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It is obvious that H-equivalent is an equivalence relation. Let A be a(n 十 
1)-dimensional H-algebra of third type. It is given by a basis ao, a;, i = 1, 
2,***, n and the multiplication table 

aĝ = aga; = aay = 0, aij = ajap aj € Ò, (3) 
for i,j = 1,2, +, n. The structure constants aj; form a matrix of rank n, 
(a) that we will call the structural matrix of A. By Theorem 1, the 
structural matrix of an (n + 1)- dimensional H- algebra, A, of third type is 
an H-matrix of rank n.It is obvious that A is commutative when and only 
when its structural matrix is symmetric. 

Conversely, to a given H-matrix (aj;) of rank n, we may define an (n 
+ 1)-dimensional H-algebra of third type by (3). This follows from the fact 
that any sub-quadratic form of a given nondegenerate quadratic form is also 
nondegenerate. We see also that the algebra so constructed has the given 
(ai )as its structural matrix. 

Theorem 2 Two (n + 1)-dimensional H-algebras of third type are 
isomorphic if and only if their structural matrices are H-equivalent. 

Proof Let A,B be two such H-algebras with (aj), (By) their 
structural matrices and ag, a;, = 1,2,-:,n,and bg, bj, = 1,2,-,m, 
their standard bases respectively. 

Let g be an isomorphism of A to B.Since all elements in A (or 


B)with vanishing square are of the form rag(or rbg), r € ®©, we have 


aop = bo =a ‘bho, OF a € G, (4) 


aig = b; = abo 十 p b;,a;,tj € È, 
TEMP (5) 
bib; = aybo . (6) 
Furthermore, we may show by direct computation that 
bib; = latas tior tin) (By) (tjrs tn s t) lbo. 
Hence 
(aj) = aT(B;)T', (7) 


with T = (tj) nondegenerate, for bo, b; ,i = 1,2,:",n are linearly 
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independent. 

Conversely, suppose (aj) and (95) have the relation (7), then it is 
obvious that the linear mapping given by (4), (5) with a; € @,i = 1, 
2,'',n is an isomorphism. The proof is complete. 
| In view of Theorem 2, there is a one-to-one correspondence between 
the class of (n + 1)-dimensional H-algebras of third type and the 
equivalence classes of H-equivalent H-matrices. Hence the the problem 
reduces to a linear algebra problem which we know is unsolved over general 
field ®. Yet we have 

Theorem 3 Over the real number field, there is a unique commutative 
(n + 1)-dimensional H-algebra that corresponds to the unit matrix E, for 
n 之 1. 

Proof Since the structural matrices are symmetric for the commuta- 
tive case, in the real case, the matrices are equivalent to diagonal matrices 
with 1, — 1 or 0 on the diagonal. Hence any symmetric H-matrix over the 
real field is equivalent to E or - E. But E and — E are H- equivalent and 
the theorem follows. 

Finally, as a corollary of Theorem 2,3, we get Theorem 4. The 
automorphism group of the unique (n + 1)-dimensional commutative 
H-algebra of third type over the real field is isomorphic to the linear group. 

a | 0 “ee 0 


an 


with 0 Æ a,a; E€ ©, TE @,, T! =a¥T’. 
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In this paper we extend a recent result of Liu([6])to a larger class of 
algebras which includes all well-known algebras. The main theorem here 
states:if the Wedderburn-Malcev theorem (it is called the Levi- Malcev- 
Harish- Chandratheorem in Lie algebra over a field of characteristic 0) holds 
for a certain variety of finite-dimensional algebra, then it holds for the same 
variety of algebras which are local subideal finite. We do not use the trace 
argument in this paper as which was heavily depended on in ([6]). Hence 


the result is independent of the characteristics of the ground field F. 


1. Local Solvable Radical 


In this paper, we study varieties of algebras which satisfy a certain set 
of identities (such as associative algebras, Lie algebras, standard algebras, 


etc. ). We do not limit the number of identities. However we do require that 
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all identities be homogeneous. Those algebras under discussion need not be 
finite dimensional. But they are locally finite; that is to say, any finite subset 
X of an algebra A generates a finite-dimensional subalgebra (X) . 

All algebras are considered to be algebras over a fixed field F. Let B be 
a subalgebra of A. We define B^) inductively on k by setting B® = B and 
Bt = Bl) . BO) Thus, for any subalgebra B, we have a descending 
sequence B = BY > BP zx... B™..- We note that, for each i, B+P 
is an ideal of BC, hence each B? is a subideal of B.A subalgebra B is 
called a solvable subalgebra if B = 0 for some integer &. An algebra is 
locally solvable if any finite subset of A generates a solvable subalgebra. It is 
easy to see that solvable algebras are locally solvable and homomorphic 
images of a locally solvable algebra are locally solvable. 

A subalgebra B of A is called a local subideal if, for any finite subset X 
of A, B is a subideal of (B, X), the subalgebra of A generated by B and 
X, It is clear that any subideal of A is a local subideal of A. 

Theorem 1 For any local finite algebra A there exists a unique 
maximal locally solvable ideal R = R(A). The quotient algebra A = A/R 
is semi-simple. That is A/R contains no non-zero locally solvable ideal. 

The proof of this theorem is rather routine. In fact it is exactly the 
same proof for the existence of the Leviztki radical for associative algebras. 
Thus we shall omit the proof. As usual we shall call the ideal R = R(A) in 
Theorem 1 the radical of A . In the sequel, we shall restrict ourself to study 
varieties of algebras in which solvable radical property for finite-dimensional 
algebras is weak hereditary. Thus, if B is an ideal of a finite-dimensional 
algebra A, then R(B) is contained in R(A). 

Theorem 2 If a weak hereditary property for finite-dimensional 
algebras holds in the variety Vand if B is a finite-dimensional local subideal 
of an algebras A in % then R(B)is contained in R(A). 

Proof If B is semi-simple, then R(B) = 0. There is nothing to be 
shown.We shall assume that B is not semi-simple. Hence B possesses a 


non-zero solvable ideal C. 


Let Ca be the ideal of A generated by C.If X = |21,.22,°":, 2, }i8 a 
subset of C,,then each zi is a finite sum of elements of the form 


T, T,** T, , where a; is in A. T, is either the right or left multiplication 
1 42 k J 


of u.The set Y which consists of all a's appears as factors in some x; is a 
finite subset of A. The subalgebra D — (B, Y) generated by B and Y isa 
finite-dimensional subalgebra of A . The algebra B is a subideal of D. This is 
so because that B is a finite-dimensional local ideal of A, Y is a finite subset 
of A and A is locally finite. Now we see that C is a solvable ideal of B 
implies that C is contained in R(B).Hence, by the weak hereditary 
property, C is contained in R( D). The set, Cp, which is the ideal of D 
generated by C,is an ideal of R( D). This shows that Cp is a solvable ideal 
in R( D).Since X is contained in Cp. The subalgebra (X) is solvable. This 
proves that Cy is a locally solvable ideal of A containing C, and that R( B) 
is contained in R(A). 

Corollary If weak hereditary property for finite-dimensional algebras 
holds in the variety A and if B is a finite-dimensional local subideal of an 


algebra A, then B is semi-simple if A is. 


2.n-Varieties 


If n is a positive integer greater than 1, we call a (homogeneous) 
variety Van n-variety if whenever A is in Y and I is an ideal of A, then I” 
is an ideal of A. The set I" consists of all finite sums of elements of the form 
X123" Zy, where z; is in I and the product could be of any association. It 
is well known that Lie, associative, alternative and (7, 6)-algebras are 
2-algebras while Jordan, standard and Thedy algebras are 3-algebras. We do 
not know any n-algebra (which is not a k-algebra with k < n) for n 
greater than 3. Thus, in the sequel we shall only study n- varieties for n = 2 
or 3. 

Anderson has shown us (see[ 1, 2]) that if A is a 2-algebra, then for 
any y, r1, zx? in A, there exists 16 constants a,,*7, ag, B1, 7, Bs such that 


YX1T2) = ai(yxi) x2 + ag yr.) x1 + 3.2, yr2) 
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+ a4Z2(3yZ1) + asxi(yx2) + a6x2( yr1) 
+ a5xi(x5y) + agxo(xiy)3 (15) 
(x122)y = By x1) x2 * Ba yx2) xi 十 Baxi( yx2) 
+ Bíaxo(yxi) + Bsxi(yx2) + Bex2( yr1) 
+ Byxi(x2y) + Baxo(xi1y). (22) 
Using the same argument as Anderson, we consider the free A algebra 
generated by 1x4, x2, £3, y! and consider the ideal D generated by | x1, 
X35 X3] . If it is a 3-variety, then we have D? is an ideal of A. Thus we have 
a similar but more tedious equations for this algebra. If A is a 3-algebra and 
I is an ideal of A, then for any y, x1, x2, xain A there exists 288 constants 
81,02» 7. a72 Bi» B2, Bors Yis Y O15 775 072 Such that 
y(Czix2)23) = ai (yi) (223) + a2 (yi) z322)  as(C yi) x2) xa 
+ aa( (Wi) 23) x2 + asxo (Cyn) x3) + agx3((yrı) x2) 
+ as (x2(yx1)) x3 + ag( xa 91)) x2 + ag (oxi) (yx) 
+ aj (x22) Cyri) + agio (xa ym1)) + aqaa (x2(91)) 
+ agy(xiy)(x223) + ayg( cry) (2322) + ais(C riy) x3) 23 
+ a (Cxiy)x3)x2 + aqgixo((x1y)23) 十 aigza(C xi y) x2) 
+ aq (xo yxi)) xs + ago (r3 (21y)) x2 + asi (xoxa)(xiy) 
+ ax Grsx2) iy) (ary) + asa Ga (21 9)) + as (2 (iy) 
+ agri (C yx2) x3)  asgxi ra (y22) + ag xi(92)) x3 
a8 (x42) (yx) + aoo (yo) (1123) + asoxa(xi(2)) 
a3 ( Yr2) x4) x4 + axo (axi) (923) + as y2) 23) 24 
a3 (x5 (ym2) ) xi + aas YT2) (20321). ases (C2) x1) 
aizi((x2y) x3)  asgzxi(xs(23)) + aso 21 (229) ) 23 
aay (x13) Cr2 y) 十 ag (x2) (x123) 十 aa2T3( xi (x2y)) 
aq((x2y) xy) x3 + au (xaxi) (x2y) + aas(xayJ(xix3) 
a4g(xs(x2y)) x1 + a (x2) (3x1) + aagxa (C2 y)x1) 
ag xi (x2 (ym3)) + asoxi( (yr3) x3) + asi X17T2) (93) 
asi (x(yx3)) xa + asyxa(xi(yo3)) + asi ys) (422) 


ass(x5241) (yx3) + ass(xi6 yx3)) x2 + a5722(21(503)) 


+ + + + + + + + + 二 c 


asgl yra) (2122) + asgxa (Cyr) xi) + ago 9x3) C221) 


+ a6lZ1(zZ2(zZ37)) + agxi( 23) 22) + a63( 2122) (sy) 
十 ag ((x3y) x1) x2 * agsx2 (x1 x3 y)) t ags(x3y ) (1x2) 
+ ag(xaxi) xay) + ags((x3y) x1) x2 + agoxa(x1(3y)) 


+ ax ((x3y) x2) xi + anxa((xay)21) + a (C6x3y)21) 23. 


(13) 
yGziC x2x3)) = faCyxil(Oxax3) tcc + Bn((x3y) xi) x2. (23) 
((x122)x3)y = YiCyxi) (2243) tcc + Yn((r3y)xzı) z2. (34) 
(zxi(x223)) y = O01 yxi) (1223) + c + 805 ((x3y) x1) x2. (43) 


From these equations we easily see: 

Lemma A If A is a 3-algebra and B is an ideal of A, then B? + B?A 
+ AB? is a 2-sided ideal of A. 

Corollary If A is a commutative 3-algebra and B is an ideal of A, 
then B? + B*A is an ideal of A. 

Note For Jordan algebra A (which is a 3-algebra) Penico has shown 
that B? + B?A is an ieal of A if B itself is an ideal of A. 

Theorem 3 If A is a simple (which means A possesses no non-trivial 
ideal and A? Æ O)algebra which has a finite-dimensional local subideal B, 
then A is contained in B . Hence A is finite dimensional. 

Proof Since A is semi-simple,by Theorem 2, B is a finite- 
dimensional semi-simple subalgebra of A. We can find a non-zero subideal C = 
B?) for some integer k such that C = C? = C?. 

For any arbitrary x in A, C is a subideal of (B, X) . Because C is a 
subideal of B and B is a subideal of (B, x). Thus, from those identities for 
n-algebras ((1,), (22) for 2-algebras; (13), (23), (34) and (43) for 
3-algebras) we check that C is indeed an ideal of (B, X). But this implies 
Cx x C and zC < C. Hence C is an ideal of A. 

The algebra A is simple and C is a non-zero ideal of A. Thus A = C 
and is contained in B. 

Theorem 4 If A is a semi-simple algebra which has a finite- 
dimensional local subideal B, suppose that B has a minimal ideal C | then C 


is an ideal of A. 


Bicrnb at ar 


Proof Since C is a minimal ideal of B, we conclude that C = C^if A 
isa 2-algebra and C = C? if A is a 3-algebra. The rest of the proof that C 


is an ideal of A is same as that in last theorem. 


3.Local System 


A local system (see [3]) of an algebra A is a collection {A,/A € A} 
of subalgebras of A such that (1) U A; = A and (2) for A, p in A there 
exists a c in A such that (A,, A,) « A,. An algebra A is said to be local 
subideal finite if it has a local system 1 A,/A € A} such that (1) dimp (A) 
< œ and (2) for each A, A, is a local subideal of A. 

Theorem 5 Let ( be an n-variety. Assume that in this variety any 
finite-dimensional algebra is semi-simple if and only if it is a direct sum of 
simple algebras and solvable radical property is weak hereditary. Then a 
local subideal finite algebra A in Yis semi-simple if and only if it is a direct 
sum of simple finite-dimensional algebras. 

Proof Assume that A is semi-simple. Then, by Theorem 2, each A, 


is semi-simple. But dimpA, < ©; thus, by the assumption, for each A, A; 
is a direct sum of finite-dimensional simple subalgebras A, = >, 中 Ari- 


Moreover, by Theorem 4, each A) ; is an ideal of A. Thus A = » , Ay, i 


and by removing duplicated simple components from this sum,A = 


20A. 

Theorem 6 Any homomorphic image A of a local subideal finite 
algebra A is a local subideal finite algebra. Any subalgebra A' of a local 
subideal finite algebra A is a local subideal finite algebra. 

Proof If {A,:A € A} isa local subideal system of A, then it is easy 
to verify that {A,:A € Al isa local subideal system of A. 

If A’ is a subalgebra of A, then for each à € A, welet A; =A ff 
A,. Then it is easy to see that {A} | A € At is a local system of A. 


Moreover dim A’ is finite for each A. If X is a finite subset of A’, then, 


for each A € A, there is a chain of subideals A; 4 C14 C; 4C, = 


(A, X). Thus ，wehave4 N ALIA NGIA NACIA NAC 
= A’ N (Ay, X). But (A’ N Ay, X) <A’ 1) (Ay, X). SOA’ N A, = 
A NAN CA 1 A, XIIA NCN A NA A20 d 4 A' (Ag, 
X) N <A’ N Aj, X) = (A' N Ay, X). This shows that A,’ is a subideal 
of (A, , X) and that A’ is a local subideal finite algebra. 


4. Wedderburn-Malcev-type Theorems 


If A is an algebra, then an automorphism is called an inner 
automorphism if o = 1 + f( Ra» Ls ), where a;, b; are elements of A and 
at least one of them is in R, the radical of A. R, (respectively L,) is the 
right ( respectively left) multiplication of u (respectively v) and f(z;, yj) 
is a polynomial in z;, x; (non-commutative) without constant term. We also 
require an inner automorphism 6 to satisfy condition (0): Whenever B is a 
finite-dimensional algebra in the variety Y containing. A, and R(A) C 
R(B), then any inner automorphism ® of A is an automorphism of B. 

Inner automorphism of this type are plenty among all well-known 
varieties of algebras. (See [4].) Here we note: 

Lemma B If A is a local finite algebra in Y and B is a 
finite-dimensional local subideal of A, then any inner automorphism of B is 
an inner automorphism of A. 

Proof Let z,y be elements of A and D = (B,z,y) be the 
subalgebra generated by B, x and y. Then B is a subideal of D and dime D 
is finite. So ® is an inner automorphism of D. This shows that © is in fact 
an automorphism of A. 

An n-variety Vis said to be of WM-type if for any finite-dimensional 
algebra A in Ywe have (1) A = S@R, where R = R(A) is the solvable 
radical of A and the sum in the above equation is semi-direct, (2) A is a 
direct sum o simple subalgebra, i.e., A = Ay DALO OA, if A is 
semi-simple, (3) if S, is a semi-simple subalgebra of A, then there exists 
an inner automorphism ® such that SØ C S, and (4) the solvable radical 


property for finite-dimensional algebras is weak hereditary. 


— 5 — 


| 


BEcpupdEm 


Associative algebras, Lie algebras over fields of characteristic 
zero, Jordan algebras and alternative algebras are well known to be algebras 
of WM-type. 

Theorem 7 If Vis a 2-variety of WM-type, then for any local subideal 
finite algebra A in Y'there exists a semi-simple subalgebra S that A = S@ 
R, where R = R(A) is the local solvable radical of A. 

Proof Let R = R(A) be the radical of A. Then A = A/R is 
semi-simple. By Theorem 6, the algebra A is local subideal finite. Thus, A = 


Ce 5 1c wA is a direct sum of simple subalgebras A,. Each A, is of 


finite-dimension but W may be infinite. We first put an well-ordering on W 
and then we shall show that we can, for each 入 in W, pick a simple 


subalgebra P; in A such that P, is of finite dimension, P; N R = 0, and P, = 


A,. Moreover P，, 中 2, P : Paso S =@ 25 ,wp is a semi-simple 
subalgeba of A such that A = S @ R (semi-direct sum). 

Let [d1,42,'"7,ü,,| bea basis of A4. For each i, let a; = a; +R, 
where a; is in A. Pick member B of the local system of A which contains 
a;. Since A, B, A, = A(? c B^, the algebra B is not solvable. If the 
chain B D B® D B... g(? = BED = ... stabilizes at B!*€, then C 
is a non-zero idemportent subalgebra of A, i.e., C? = C. 

We know that C is a subideal of B and B, in turn, is a local subideal 
of A. So C is an ideal of A (recall that C = C? = C? = ++). In summary, 
we have found a finite-dimensional ideal C of A such that A, C CCA. 
The algebra C is a finite-dimensional semi-simple subalgebra of A, and the 
radical R (C) of C is C N R. Thus we have a semi-simple subalgebra P of 
C such that C = R(C) @ P (semi-direct sum). Therefore there is a 
subalgebra P, of P such that P, = Aand Py} QV R - PL(YC() R —0. 

If m is a finite ordinal, and for each r < m, we have already chosen a 
finite-dimensional simple subalgebra P, of A such that P, = A,, P, N A = 
0, and H = P,CD-- CD P, ,, we shall find P,,, a finite-dimensional simple 
subalgebra of A, such that P,, N R = 0, Pn = Anm, and P = PLO- Prai 


CD P,, is a direct sum. 

Let 1b,, 55, , b} bea basis of A,,. If, for each i, let b; = b; + R 
and B is a member in the local system of A containing all 6’s. Then as we 
have shown above, B is a non-solvable subalgebra of A and there exists a 
non-zero idempotent ideal C of A such that A,, € C C A. The algebra C 
is a finite-dimensional semi-simple subalgebra of A and the radical R (C) of 
C is R (C) C N R. Thus, we have a semi-simple subalgebra Q of C 
such that C = R(C) @ Q (semi-direct sum). Therefore, Q contains a 
subalgebra Q,, such that Qn = A, and Qn NN R= Q,(|Cf) R =O. 

If HQ, = Q,H = 0, then P = PLO = Pri @® Q,, is a 


finite-dimensional subalgebra which we are looking for. Suppose, this is not 


the case: we may find a member B in the local system of A which contains 
Qm» Pist, Pm-1. Again, B contains a finite-dimensional idempotent ideal 
D and D = R(D) * S, where S is a semi-simple subalgebra of D. Because 
that D contains A; (QA; DB … (QA, 10D Ap, we have S$,,85,*, S, 
each of this is a simple subalgebra of D such that S; = A;, S; (| R = 0, and 
P = S: @ S, is a direct summand of S. 

If C is a finite-dimensional ideal of an algebra A and H is a subalgebra 
of A, then Ry = ix in H/Cz = 0l and Ly = |z in H/zC = 0} are 
subspaces of H each of finite co-dimension. Let K = Ry f) Ly. Then K is 
a subspace of H of finite co-dimension. Thus we have H = K @ K*, 
where the sum is the direct sum of vector spaces and K' is of finite 
dimension. 

Now we are ready to show the theorem by transfinite induction. If ø is 
an ordinal such that, for each A < ø, there exists a subalgebra P, of A, 
such that P, = A,,P, (1 R = 0 and H = 22e. CB P, (direct sum of 
subalgebras). Then as we have shown for A, there exists a finite- 
dimensional ideal C, of A such that C = C,,C, = A,,C, = (C, f) R) QD 
P'(semi-direct sum), P' = P',, (D P',5 D (QD P',, where, in 
particular, we let P 1 = A,. By the last paragraph, the subalgebra H has 
the decomposition H = K GK". But A is a 2-variety and C is an ideal of 
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A, we see easily that K is an ideal of H. Thus, the H = K@ K* isa 
direct sum of ideals, noting that H is a direct sum of simple subalgebras. 
Moreover, K* = 了 = CD P,, by reindexing. 

Let B be an member of the local system of A containing C, Pl1,…, 
P,. Since B contains a finite-dimensional idempotent ideal D. Moreover D 
= R(D) + P”, where P" is a semi-simple subalgebra of D, and P^ = 
Py OP? O- OP.’ BP DP Pe’ B+ DP, where P;” = P; = Aj, 
and P," = P, = A,. Since K* is a semi-simple subalgebra of D, there 
exists an inner automorphism ® such that K* d ! C P”. Thus after 
rearranging the index P;® = P; for i = 1,2, s, k. Let P = P^ = p," 
P Pj;00--QP/90P,/9qQ P,/9 Q-- OPS = POPOD 
P, D P, QQ P1 pD CD Py, where P, = PD. We see that P,” = P, = 
A,, P, is semi-simple, P, N R = 0, and P, P, = P;- P, = 0 fori = 
1,2, *, &. On the other hand, recognizing the expression formula of the 
inner automorphism we have P, = P,'$ is contained in the ideal C 
which contains P, . Hence P, is contained in the ideal C which contains 
P,'. Hence P, is contained in C and so P, K = K+ P, = 0. Thus, H° 
P, = P, H =0. So H* = H +P is the direct sum 2 a<, D Pa of simple 
subalgebras such that P, = A, for A < o. This completes the induction 
proof. 

Remark We would like to see Theorem 7 holds true for 3-algebras. 
However, there is a little hurdle we do not know how to overcome. 

In the transfinite induction part of the proof of Theorem 7, the 
annihilator K of the ideal C is indeed an ideal of A, if A is a 2-algebra. We 
are not sure this is the case for 3-algebras. Thus, we shall say a 3-variety v 
satisfies condition (T) if whenever A is in Vand I is an ideal of A such that 
I? = I, then K = Ann C = Ix C Al zC = Cr = 0! is an ideal of A. 
We see that this condition holds for most well-known varieties. For example 
the identity (zy)(uv) =- (x*u*(y*v)- (x*v)*(y*u) c ((x- 
u)*ylrvtl(x:v)*yl*u[(u* v)» y]* x for Jordan algebra yields 
condition (T). (Let u, v be taken from C and y from K .) So the variety VY 
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of Jordan algebras is a 3-variety satisfies (T). 

Theorem 8 If Vis a 3-variety of WM-type satisfying condition (T), 
then for any local subideal finite algebra A in Y there exists a semi-simple 
subalgebra S such that A = S R, where R = R(A) is the local solvable 
radical of A. 

Theorem 9 If Yis a n-variety of WM-type and A is a local subideal 
finite algebra in and A = R @ S is a Wedderburn decomposition of A. 
Then for any finite-dimensional semi-simple subalgebra Q of A, there 
exists an inner automorphism of the form ® = 1 + f( Ra,» L, ) such that 
Qo c S. 

Proof Sine QSA = S =@ >, Pa, where S =O 387 and 
dimrpQ < œ by Theorem 5, we may choose P,, P2, +, P, from the direct 
sum of S such that Q is contained in P, (D P; 由 … (D P,. 

Let B be a member of the local system of A which contains Q, P4; =, 
P,. Because B is not solvable, there exists an integer k such that B®? = 
BRD = .... Again, we see that C = B? is a finite-dimension ideal of A 
containing Q, Pi, +, P,. By the finite dimensionality, C = R(C)@S", 
where S is a semi-simple subalgebra of C containing P, P;GQ = @P,. 
So we have an inner automorphism $ of C (hence of A) such that Q$ CS 
S". But Q is contained in P, @ … (D P,. Therefore, Qo CP, OB: (D 
P,. This completes the proof. 
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路 代数 的 同 构 


Isomorphisms of Path Algebras 


摘 要 设 K(A) 表示 有 向 图 人 在 域 K 上 的 路 代数 ,本文 证 明 . 
(1)K(A)! 与 KC(T)! 代数 同 构 当 且 仅 当 A 与 一 边 同 构 . (2)K(A) 与 
KC) 代数 同 构 当 且 仅 当 A 与 卫 同 构 . 


一 个 有 向 图 是 A = (Ao, Ai,s,e), Ao 和 人 Ai 是 两 个 集合 , s,e 是 从 Ai 到 
Au 的 映射 . 称 Ao Æ A ROTIUR SE, A, 是 A 的 稍 向 集 .对 a € Als(c),e(a) 


分 别 叫做 a 的 起 点 和 终点 , 写 为 a 一 >b,a = s(a),b = ela), JE B, 4 
a bit, Ra, b ENS. 

有 向 图 A 中 从 a Blo 的 长 度 > 1 的 道路 是 (a |a, a |b) 
有 1 过 i 过 1,e(a;) = s(ai.1), a a, 的 起 点 ,b 是 a MAR. A, MA 
的 顶点 a, 我们 将 它 看 成 长 度 为 零 的 道路 , 记 为 (a | a). 当然 ,也 将 箭 向 看 
成 长 度 为 1 的 道路 .一 个 从 a 到 a 的 长 度 宇 1 的 道路 称 为 循环 , 特别 , 称 从 
a 到 a WHAM. 

对 于 固定 域 K,A 的 路 代数 K CA) :首先 是 由 A 中 所 有 道路 为 基 作 成 
的 K - 向 量 空间 , 乘法 由 道路 之 间 的 乘法 按 分 配 律 给 出 , 两 个 道路 相 乘 定 
X JJ: 


本 文 1985 年 11 月 27 日 收 到 . 
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Wob || 


(a | aitta | b)(c | By, Bm | d) 
(a | ansan Bus Bald) b =c 
0, i b Æc 
按 这 种 方式 我 们 得 到 结合 代数 K(A). K CA) 有 单位 元 当 且 仅 当 AS 是 有 
限 的 , 其 单位 元 等 于 2 Lx). KCA) 是 有 限 维 K - 代数 当 且 仅 当 Ao，. 


A, 是 有 限 的 , 且 人 中 没有 循环 道路 . K (A)* ER K (A) 中 所 有 箭 向 生成 的 
FARR, 这 也 是 K(A) 的 理想 . 


ARTS EEA. BAR KC) =~ K(A)* , W DP 5 A LISTA. 

WD = (DD) MA = Ss, AQ BATS, KM ABW 
的 , 如 果 存 在 双 射 p: Pi 一 A, EX ai, a € Pial 连 cz( 即 ai 的 终点 是 
o; 的 起 点 ) 当 且 仅 当 olai) Æ p(az). BA, 和 A 边 同 构 则 Kr) 和 
K(A)* 代数 同 构 . 

a € ly Erde r 的 孤立 点 , 如 果 a 既 不 是 起 点 又 不 是 终点 ; 称 a 是 
汇 点 , WR a 只 能 是 终点 不 是 起 点 ; 称 a 是 源 点 , 如 果 a 只 能 是 起 点 不 能 
是 终点 .如 果 工 的 每 个 汇 点 和 源 点 的 邻 点 都 是 唯一 的 , 则 称 D 是 不 可 裂 
图 . 显然 任何 一 个 有 向 图 都 与 一 个 不 可 裂 图 边 同 构 . 


AN MN 
N <P 
Q ZN 


r 及 其 不 可 裂 图 
引 理 2.1 如果 两 个 不 可 裂 图 是 边 同 构 的 , 则 这 两 个 不 可 裂 图 是 同 
构 的 . 
证 明 : 设 yg:T= (To, D) 5 5 (Ao, Ar) BIKA, S p: Po > Ay HE 
如 下 对 应 ;任意 a E€ Do, 因 不 可 裂 图 没有 孤立 点 ,那么 a BAe 的 起 点 
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或 终点 , 若 a 是 a 的 起 点 , 则 令 ola) 是 g(a) 的 起 点 ; 若 a 是 a MAR, M 
令 p(a) 是 o(a) 的 终点 .这 个 定义 是 合理 的 , 若 a 是 ci MER, 又 是 wz 的 
起 点 ,那么 ai 连 a?, 所 以 p(ci) 连 op(az); 若 a Ea, as KEA, 必然 有 mwl 
以 a 为 终点 , 那么 ola) 的 终点 等 于 polaz), plaz) 的 起 点 .p:Po 一 Ao 是 
TON, 因为 如 上 导出 的 pg :Ao 一 0 显然 满足 pp = la 9'p- lp. 
从 a Blo PREISE Lo; licr WA o (a) 到 o) BUREIITR LoCo lier. 

由 此 知 , 每 个 有 向 图 都 有 唯一 的 不 可 裂 图 与 其 边 同 构 . 

对 于 K(T)*, 有 自然 的 Z~- 分 次 K(T)*= K(T)* 1) Oo: @ 
K(D)' (n) PKV (n) Er PREST n 的 道路 的 线性 和 . 
任 一 元 素 x € KC(D)', 可 了 唯一 表 为 x = x(1) + x(2) +…( 有 限 和 ). 其 
中 zx(n) E K(D)' (an). 

RORIS f: KCDP)* KA 称 为 是 保 次 的 , 如 果 对 任意 n l, 
f(K(D)* (n)) = KCA)* (a), BI, % PRA BRR A 中 箭 向 的 线 
TERI. 

8|382.2 ”如 果 有 代数 同 构 f: KCOD)* K(A)', 则 存在 保 次 的 代数 
同 构 fi;K(T)'-> K(A)*. 

证 明 : 设 f:K(T)!-> K(A)* 是 代数 同 构 . 对 于 K CD)* 中 一 条 道路 
(a | aial b), € fila | aittari b) = fla lays, a, | BCL), B 
9S, fila 1 aya, l b) = flay)(1) fla) (1), 所 以 fi 线性 扩张 到 
K(D)' 上 是 K(T)? BK (A)* 的 代数 同 态 . 按 上 述 方 法 由 广 ! 得 到 的 广 : 
EKOAY 到 KOY 的 保 次 代数 同 构 , 由 于 对 任意 n 1, fF(K(T)! 
(n)) SK(A (n) 8 K(A)* (a 4 0, BM fi! = Ikw fi fi 
= İkin. 

起 点 是 源 点 的 箭 向 (道路 ) 称 为 是 起 和 向 (起 道路 ) ; 终点 是 汇 点 的 箭 
向 (道路 ) 称 为 是 终 箭 向 ( 终 道路 ); 起 点 是 源 点 、 终 点 是 汇 点 的 箭 向 ( 道 
路 ) 称 为 是 孤立 箭 向 (孤立 道路 ) ; 既 不 是 起 箭 向 (起 道路 ) 又 不 是 终 箭 向 
( 终 道路 ) 的 箭 向 (道路 ) 叫做 中 间 箭 向 (中 间 道 路 ). 

L( MR, ) 分 别 表示 在 K(T)' 或 K(A)!* 中 的 左 零 化 子 和 右 零 
化 子 . 

512.3 设 f:K(T)+ 一 KK(A)!' 是 保 次 的 代数 同 构 , 则 

1) f 将 起 箭 向 映 成 起 箭 向 的 线性 和 . 


yki || 


2) f 将 终 箭 向 映 成 终 箭 疝 的 线性 和 . 
3)f 将 孤立 第 向 映 成 孤立 稍 向 的 线性 和 . 
VERA: 只 证 明 1), Wa 是 TT KWEMA, f(a) = kibi + koBo 十 … 十 


bf. OF ki € K, L(a) = K(P)*,L(f(a)) = ALB), W f RH. P 


BL K(A)* = ALCA), BALCA) = K(A)*.1<i <n, B p, ERRE. 

引 理 2.4 1) Bae. BT AAT GRR). MR Lla) <S 
L (a5), Ra, 是 起 箭 向 (起 道路 ). 

2) 设 a1, a: 是 T HAAR GB ERO, MR R(o,) x R(a;), Dll o; 是 
终 箭 向 ( 终 道路 ) . 

证 明 ; 只 证 明 1), 因 为 地 (ai)  L (o5), Mla, 5 a, 起 点 不 同 , 如 果 
有 a 连 a,, 那么 a 不 连 a1,a E L(al),a 多 上 L(a,), 这 与 L(a) ziL(o;) 
矛盾 . 故 a, 是 起 箭 向 . 

引 理 2.5  W fFiK(OD) — KA 是 保 次 的 代数 同 构 , 则 

1)f(A) = B4 + B2, A 是 中 任意 具有 相同 终点 的 起 第 向 的 线性 和 ， 
B, 是 A 中 具有 相同 终点 的 起 箭 向 的 线性 和 , BL 是 A 中 孤立 箭 向 的 线性 
和 ;A ~0 WB, 40. 

2)f(A) = By + B, A ÆT PRA HAEA HAA EFE — 1-2 TE 
A,B, 是 A 中 具有 相同 起 点 的 终 箭 向 的 线性 和 , Bo 是 A 中 孤立 箭 向 的 线 
VERI; A +0 RU] B, #0. 

3)f(A) = Bi+B+B3I+B4 是 PP 中 具有 相同 起 点 和 相同 终点 
的 中 间 箭 向 的 任意 一 个 线性 和 , B 是 A 中 具有 相同 起 点 和 相同 终点 的 中 
间 箭 向 的 一 个 线性 和 , B 是 与 B; 中 箭 向 有 相同 终点 的 起 箭 向 的 一 个 线 
性 和 , B4 是 与 B, 中 箭 向 有 相同 起 点 的 终 箭 向 的 一 个 线性 和 , B, 是 孤立 箭 
向 的 一 个 线性 和 ; 若 A £ 0, JUI B, 25 0. 

WEAR; DEAR 3), 设 ai …, o, Er 中 具有 相同 起 点 和 相同 终点 的 中 
EIR. O A k; € K, f(Riap t+ + Ryan) = Bit Doa n + Lu, 


B; 是 ^ 中 的 不 同 箭 向 ,0 L € K, 由 下 是 同 构 知 f(L(a1)) =A L(A), 
f(R(a1)) SAR (Bo). RB £7 (9) 的 展开 式 中 出 现 a, 的 非 零 项 , 特 
WA £I (LG) < Llai), f£! GG) < R(a1), 从 而 有 f(L(a1)) = 


L(B)), f RCo1)) = RCB.8524 RCS) ROS. LOB) S LCS). i = 
1,5, m, 由 引 理 2.4 50 3) 成 立 . 

注 . 引 理 2.3.2.4 在 不 假定 f 是 保 次 时 , 将 “第 向 ” 改 为 “道路 ”, 结论 
也 成 立 . 

定理 2.1 Ub D HA 是 任意 有 向 图 WRA K - 代数 同 构 了: 
K(r)'— K(A)*, W r WA WA. 

证 明 ; 由 引 理 2.2, 可 设 了 是 保 次 的 代数 同 构 . 设 站 的 孤立 箭 向 全 体 张 
成 的 向 量 空 间 为 Vi, A 的 孤立 箭 向 全 体 张 成 的 向 量 空间 为 Wi, 由 引 理 
2.3 知 , fA BST Vi 和 Wi 之 间 的 KK- 同 构 ( 作 为 向 量 空间 ). 这 样 ， 
存在 D 的 孤立 第 向 集 到 A 的 孤立 第 向 集 之 间 的 一 一 对 应 p SEE D 的 不 
是 孤立 箭 向 的 起 箭 向 a, WV, 是 与 c 有 相同 终点 的 起 箭 向 全 体 张 成 的 向 
量 空 间 , 由 引 理 2.5, f(a) = B, + Bo, B, 是 具有 相同 终点 5 的 起 箭 向 (不 
是 孤立 箭 向 ) 的 线性 和 , B; 是 孤立 箭 向 的 线性 和 . 设 以 2 AAA 
全 体 张 成 向 量 空间 Wa, 由 引 理 2.5 An, f df! 诱导 了 VL W, 之 间 的 
K - 同 构 .这 样 ,存在 卫 的 以 a 为 终点 的 起 稍 向 集 到 A 的 以 5 为 终点 的 起 
箭 向 集 的 一 一 对 应 p. 对 于 的 不 是 孤立 箭 向 的 终 箭 向 , 与 其 有 相同 起 点 
的 终 箭 向 全 体 张 成 向 量 空间 V3, E9138 2.5, 存在 具有 相同 起 点 的 终 箭 向 
(不 是 孤立 第 向 ) 全 体 张 成 的 空间 W, f 5f! 诱导 了 Vs Ww; 之 间 的 
K - 同 构 ; 这 样 , 有 Vs 中 出 现 的 终 箭 向 全 体 到 WW; 中 出 现 的 终 第 问 全 体 的 
一 一 对 应 p. MECH PMA RV 是 卫 中 与 c 具有 相同 起 点 和 相同 
终点 的 中 间 箭 向 全 体 张 成 的 空间 , 由 引 理 2.,5 知 , f(a) = By + B+ B3+ 
B4, B4 Æ 0, B, 中 出 现 中 间 稍 向 8,A 的 与 8 相同 起 点 和 相同 终点 的 中 间 
第 向 全 体 张 成 空间 Ws, f 和 上 广 ! 诱导 了 OV, 和 Ws 之 间 的 天 - 同 构 . 因 而 
可 构造 Vy 中 出 现 的 中 间 稍 向 和 Ww, 中 出 现 的 中 间 箭 向 之 间 的 一 一 对 应 . 
BUS, RBS ARM, 到 A 的 箭 向 集 Ai 的 一 一 对 应 o, 从 引 理 2.5 
看 出 o 诱导 了 边 同 构 . 


i — SEER: AA K- RAKI) > KON), Bl pn SAR. 
FR 卫 中 以 a 为 顶点 的 图 是 孤立 圈 , 如 果 a TED PHARA. r 中 孤立 
点 组 成 的 子 图 记 为 T, r 中 孤立 圈 组 成 的 子 图 记 为 ", 这样, 下 = r V 
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I” V (图 的 联 ).T” 的 任 一 顶点 总 是 中 一 个 不 是 圈 的 篆 向 的 起 点 或 
终点 . 芽 中 由 所 有 不 是 圈 的 箭 向 所 组 成 的 子 图 记 为 T*,K(T*)! 在 
K(D) 中 生成 的 理想 记 为 (K (Pr )*). 

引 理 3.1 ”者 有 代数 同 构 f;:K(T) 一 KON), B] fF((K(T*)*)) = 
(K(A*)*). 

征明 :只 要 证 明 FCK (P )*) & (K(A* ) ) SF PARR BUTS] 
a, B f(a) = Dikh: + B, b € K, b; RAMA, B ÆA PKE S1 H 
道路 的 线性 和 ,因为 a? = 0, 所 以 f(a)? = 0, 特别 有 {( > bb】 = 0, 那么 
Dik: b; = 0, k; = 0; 因 而 f(a) = B, HF f(a)? = 0,B 的 展开 式 中 不 能 
出 现 循环 项 . 

引 理 3.2 We f;K(D) > K(A) 是 代数 同 构 , 则 FCK(T’)) = 
K(N). 

WEAR: Ut a, JÉ D MMI, AW f(a1)? = f(a1), 由 此 知 Fla) HR 
性 展开 式 中 不 能 出 现 循环 项 . 如果 a) MRARPA-MEKE > 1 
的 道路 r,r 的 起 点 是 b, 终点 是 bp.b5 关 5b .那么 0 关 bf(a1)b’ € 
(K(A* )*), Bs]83.150,026 f£ (0a, f£ 1 (0) € (KCIPp" ) 9, FR. Bn 
以 f(ai) 是 A 的 顶点 的 线性 和 . 若 f(a.) 的 展开 式 中 出 现 非 孤 立 点 , 存在 
A HAT IE B fS f(a) 8 A O(XX, Bf (a1) 2 0), BA aif (8) #0, RABE 
aif ‘(B) = ka,,0 ^ k € K, flkay) = f(a1)B 40, 5 flai) 是 顶点 的 
线性 和 了 矛盾 . 

引 理 3.3 ”车 有 代数 同 构 KI) = KA), WARE KI) ~ 
K(N).K(I") = K(a”). 

uEBB wf: K (0) > K(A) 是 代数 同 构 ， 由 引 理 3.2, AMR MAP 
RAMLA. Ra Er 的 顶点 , f(a) 的 展开 式 中 不 能 出 现 循环 项 . 设 
fla) = Bb; * Xlaj 0# k; € K,OF1, € K,a BAPKE SIN 
非 循 环 道路 , 由 f(a)? = fla) 知 ,存在 i,j, 使 ba, A O( MF ab; #0), 
那么 f(a) (K(A* )') 40, 那么 a《K(T*)!) #0, FS. BAA f(a) = - 
Skib: b; 是 A 的 顶点 , 同样 道理 可 知 b 是 A 的 顶点 . 因而 Sf lace): 
K(r") > K(X) 是 同 构 . 从 而 f:K(T)/K(T)@@K(T™) = KU”) > 

gg —— 


K(A/K(A)Q KON) = K(Q”) BAW. 

引 理 3.4 BARR KO) = KW) WS. 

证 明 是 显然 的 . MAR. 

WA = (Ao A1) 是 有 向 图 , 对 AS HTE A, AMO 表示 A 中 
A^ 'o 以 及 与 其 相连 的 箭 向 所 组 成 的 子 图 . 

5183.5 BARRY KO — KON), WW’. 

WEAR: Wf: K (I) KON) 是 代数 同 构 . 设 a BO 的 顶点 , f(a) = 
2ppbi + Dy, OAR € K,0 关 1 € K,b; BN 的 顶点 ,y 是 A WK 
度 之 1 的 道路 , 因而 是 孤立 圈 构 成 的 循环 . 由 于 f(a)? = fla), BH 
fla) = b tc t b,, BN a BERR S I, PW n = 1, f(a) = b, b È 
A 的 一 个 顶点 .那么 了 诱 寻 了 同 构 F:KGCP(a)) 一 天 (A(5)), 两 个 自由 
代数 同 构 则 它们 的 秩 相 等 .从 而 以 a 为 顶点 的 孤立 圈 与 以 为 顶点 的 孤 
立 圈 等 势 . 

引 理 3.6 Xi fF:K(I7) > K(d”) 是 代数 同 构 , 则 

1) Ba ÆT * WICK, M f(a) = b+ dul ,这 里 5 是 A* 的 汇 点 ， 
对 j © J ,1 © K, G EB > 1 的 非 循环 道路 , 8 的 终点 是 5 

2) 设 a ÆT * WRA, WW f(a) = b+ dul ,这 里 5 是 A* 的 源 点 ， 


X; € J;,; € K, Bg, 是 长 度 1 的 非 循环 道路 , 8, 的 终点 是 5. 

证 明 : 只 证 明 1), 设 a 是 T* 的 汇 点 , 可 设 

f(a) = kD: + 32 

XH Oz; € KOFI, € K,b; JEN" 的 顶点 , 8 RA RRE > 1 的 道 
路 .显然 18;|;eJ 中 没有 循环 . 并且 |6;| ;ej 是 A* 的 汇 点 集 , 否则 存在 不 是 
图 的 箭 向 8 使 f(a)8B 关 0, 那 么 af1(B8) 关 0, 而 /1(8)€ (K(T*)')， 
Sar’ 的 汇 点 矛盾 .那么 | > bj) ( 3158) = 0, 因 为 f(a)? = fla), 
所 以 | 

2b; + DLB) (256) + ( 32,8] Dk: + Dug, 特别 地 有 

i€TI j€J i€l JEJ i€l j€J 
D kib; = Djkbi, ki = ki REA ki = 1, FY f(a) = 2,45 + 24 j. 


|I 


Epoo at 


Jo = 1€ JI B BU, 为 终点 1!,J; = {7 € 了 1B 以 6; 为 终点 |. 
因为 ( Sus) Sa.) + Xu) = 548, 那么 ( 28]. = >, Lp TF 
JE] i€I j€J jel JEJ j€ Jg 

开 就 是 
(ous) + ( 348) ( 3o ug) ( 3 ug) 4a) + | 24 TR 
j€J, j€J, j€JNJg j€ JN, jE, GEIN Jo 
= 2f, 
i€J, 
HEX S 58, = 0, 故 f(a) = SY b; + ELB), (b; * Se) BEM 
ETa i€I j€J, j€j, 
TEE BREST, a FEAR ES TC, BE f(a ) XXE RRS, M f(a) = b 
G8). 6 是 A* 的 汇 点 , G BRE S 1 WU’ 为 终点 的 非 循环 道路 . 
JEJ 

引 理 3.6 中 的 是 由 a 所 唯一 确定 的 , 我 们 记 = pola). 

设 Mi EHR - Ñ, M: Æ R- $R, gi: R,— R 是 环 同 构 ， 称 加 群 
同 构 g:M, — M; 是 ET 一 同 构 ， 如 果 对 任意 ri c R;, 711 € Mi, 有 
g(rimi) 一 giri gm). 

RFK”) > KA”) ERR.’ 的 顶点 集 等 于 也 * 的 顶点 集 . 
对 于 r* 的 两 个 不 同 的 顶点 15,45, Kay 到 az 的 箭 向 张 成 的 K- 回 量 空 
ICA, Va. 简 记 为 ,分 以 下 几 种 情况 ， 

1 ai 是 了 ”的 源 点 ,az Æ D" ICA, 55128 2.3 BA, ERA € 
K[X], Qv @KI XI], (KIX la, 表示 以 al 为 顶点 的 圈 生 成 的 自由 代 
数 ), 则 了 (A)= B+C,B+C 的 展开 式 中 出 现 的 道路 起 点 是 A* 的 源 点 ， 
终点 是 A” 的 汇 点 , 但 是 f(A) = f(a))(B + C)f(aj), 由 引 理 3.6 Al 
B+C 是 从 gpo(a1) 到 polaz) 的 道路 的 线性 和 . 记 po(a1) 到 polaz) fi I8] 
TK 80 LEER Ayo) Wop RMB € KIYlsoo QW 
CK Y 1, c», 而 C 的 展开 式 中 任意 项 不 属于 KLY]}, (a) COW 
QKI Yla e(A) = BAA S 0W BHO. 

2" al 是 卫 *” 的 源 点 ,ay 不 是 卫 * 的 汇 点 , V-0,1531382.5 知 , 存 
在 A” 中 唯一 顶点 , WA polaz), polar) 不 是 A* 的 汇 点 , 对 于 任意 A € 
K[X], Qv GKIX],, f(A) =B+C+D,B+C 的 展开 式 中 出 现 的 
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道路 起 点 是 A* 的 源 点 , 终点 是 po(a,), DD 的 展开 式 中 出 现 的 道路 起 点 是 
A" 的 源 点 , 终点 是 A* 的 汇 点 ,但 是 f(A) = f(a1)f(A), 由 引 理 3.6 知 
B «C D 的 展开 式 中 出 现 的 道路 都 以 pola) 为 起 点 , RIEBE 
KIY] uap QW @KLY], a), 而 C 的 展开 式 中 任意 项 不 属于 
Kl Yl, COW QKI Y lpia) T ọ(A) = B, i A #0, Wj B #0. 

3 a, PED” 的 源 点 , a, 是 卫 * 的 汇 点 , V 40, 存在 A* 中 唯一 顶 
点 , 记 为 9o(a1), 9o (a1) 不 是 A* 的 源 点 ， 对 于 任意 A € KIX la, COV 
QK(X].,, f(A) = B+C+D,B+C+D 的 展开 式 中 出 现 的 道路 都 以 
pola) 为 终点 , B+ C 的 展开 式 中 出 现 的 道路 起 点 是 po(a1), D 的 展开 式 
中 出 现 的 道路 起 点 是 A” 的 源 点 ; 我 们 记 BE KlY], ¢a,) 
OWK Y] Wi C 的 展开 式 中 任意 项 不 属于 KL Yj]y cs) QW 
QIY loup, T olA) = B, A Æ 0, 则 B z O0. 


4 a, RECO, a, FET 的 汇 点 ,V £0, 存在 A* 中 唯一 确 
定 的 两 个 项 点 , 记 为 po(al), polaz), polar) RHE A" WRA, polaz) 不 
是 A” 的 汇 点 ,对 于 任意 A € K[X]。 @V BKLX],,f(A)=B+Ct+ 
D+E+F,B+C 的 展开 式 中 出 现 的 道路 起 点 是 po(a1), 终 点 是 polaz), 
D 的 展开 式 中 出 现 的 道路 起 点 是 go(a1), 终 点 是 A” 的 汇 点 ,EE 的 展开 式 
中 出 现 的 道路 起 点 是 A* 的 源 点 , 终点 是 po(as), 下 的 展开 式 中 出 现 的 道 
路 起 点 是 A” 的 源 点 , 终点 是 A” KWEA. 我们 记 BE KLYI], 0.) QW 
OKI YI, (a). Wi C 的 展开 式 中 任意 项 都 不 属于 KIY] pa QW 
QKLY loca e(A) = B. 4: A 7 0,Jll B z 0. 


当然 要 验证 po 的 合理 性 , 这 是 平凡 的 工作 .实际 上 , 对 fp 按 上 述 方 
式 导 出 的 99. 和 p`! 满足 ; pipo. = 1, po Po = 1, pp 一 一 1,9 o = 1. 

我 们 还 要 建立 K -RRAK o: K(X], > KIY lpia. 

i) @a 是 Tr* 的 汇 点 ,任意 zx € K[X],, 因 为 f(x) = f(z) f(a), H 
引 理 3.6 知 f(x) 的 展开 式 中 出 现 的 道路 以 pola) WAR, f(z) = yt 
z, y 中 出 现 的 道路 以 po(a ) 为 起 点 , z 中 出 现 的 道路 不 以 pola) 为 起 点 ， 
S pi(z) = y, BR o, 是 K[X], IKI Y ], co 的 代数 同 态 ,由 f-! 得 到 


pobe || 


的 or 满足 gigi’ = Lor'pi = 1, gii K(X], > KIY 140; 是 代 
数 同 构 . 

i) 车 a Er* 的 源 点 , RUT i). 

ii) 车 a ^JÉDr" 的 源 点 ,也 不 是 卫 * 的 汇 点 ,任意 zE KL[Z],, f(x) 
= y+ zy + z+ z3, y€ K[Y]p a zi 中 出 现 的 道路 是 以 Po(a ) ADU 
的 循环 ,但 不 属于 KUY Vy cays z2 中 出 现 的 道路 不 以 pola) 为 起 点 , zs 中 
出 现 的 道路 不 以 go(a ) 为 终点 .者 zs 中 有 一 项 是 循环 ,不 妨 设 有 A” 中 的 
稍 向 B, 8 的 起 点 为 po(a ) Æ pola), 使 f(x)B8 关 0. 那 么 zf"(B) #0, 
由 上 面 的 2 和 4" 知 这 是 不 可 能 的 .所 以 x. 和 zs 中 都 不 能 出 现 循环 项 , + 
pi(z) = ys ei KC21, KY 1,0) 是 代数 同 态 ,由 广 ! 导出 的 gil 满 
E pipi = 1,9191 = 1, pi: K[Z]l > KUY lpo 是 代数 同 构 . 

BAM p :天 [Z]。 QV GKIZ],,  KLY lpup QW GKLY lu» 
是 双 模 pı- FRI. K[X] 69A GQKUX 1, 作为 K[Z1。 KIZ], 一双 模 
是 自由 模 . 

由 [2] 第 114 页 知 , KIZ] GOK LZ I7 是 所 谓 IBN 环 , 因而 [KLXjJ。， 
QV QQK[Z1。,:K[Z1 " KIZVP ABX, SAL V: K] = (KZ). QV 
QKIX IZ" : K(Z]., QKIZIZ?. 

引 理 3.7 WS: KCI”) > KON) RARA, Wr” = a”. 

证 明 : 由 以 上 讨论 知 , RITA T” RB A” 的 顶点 集 之 间 的 一 一 
对 应 po, 满足 对 I” 的 任意 顶点 a, p: KIZl; = KIY 15, ,那么 这 两 个 
自由 代数 秩 相等 , 即 , 以 a 为 顶点 的 圈 集 合 与 以 po(a ) 为 顶点 的 圈 集 合 等 
势 . 对 D" 的 两 个 不 同 顶 点 at ax, 因为 p:K[Z]。 @V QKIZL, > 
KLY 9.2) QW QGKIY]40, BRR pl - 同 构 , 那么 [V : K] = 
[KZ], QV GKUZL, : KLZ],, QKUZVZ] = [KIY ]p ua) QW 
OKT Y Je c» KL Y], GK LY 155.5] = [W : K], Bika, H a, ES 
箭 向 集合 与 从 wo(ai) 到 pola) 的 箭 向 集合 等 势 , 故 D" 与 A” 同 构 . 

总 结 引 理 3.2—3.5 和 引 理 3.7 RA: 


定理 3.1 设 愉 和 A 是 任意 两 个 有 向 图 , K JT IG BA K - 代数 同 
构 KCP) 一 天 (A), 则 到 和 A 同 构 . 
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Abstract Let K (A) denote the path algebra of a quiver A over a field 
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加 法 范畴 的 Jacobson 结构 定理 


The Jacobson Structure Theorem for 


Additive Categories 


摘 要 本 文 从 环 论 的 角度 来 研究 加 法 范畴 的 结构 , WIS 
整地 给 出 相应 于 环 的 Jacobson 理论 的 结构 定理 . 定义 加 法 范畴 上 的 模 与 
Jacobson 根 ,证明 本 原 加 法 范畴 都 是 稠密 线性 变换 加 法 范畴 等 . 


$ 1. 有 关 加 法 范畴 的 一 些 概念 


在 [1] 中 我 们 曾 以 加 法 范畴 为 背景 引 人 和 人 了 G - 盟 的 概念 , 并 定义 了 
G - 盟 的 右 理想 及 模 等 . 为 了 方便 这 里 对 加 法 范畴 简 述 一 下 . 

本 文中 范畴 都 是 指 加 法 范畴 . 如 无 特别 声明 , 它们 的 象 元 类 都 是 
1( 即 其 象 元 类 与 了 之 间 有 一 个 取 定 的 一 一 对 应 ) .范畴 A 的 Hom(a, B), 
a,B € I, AIEA WENA 写成 4 = U,Ag. 

BB = UrBeS A, EP Be C Ap. HH I PEER a, p, y, Bp MEAS 
HIN Be pA) C,LB,, 则 称 BAA 的 右 理想 .类 似 可 定义 范畴 A 的 
左 理想 和 理想 . 

设 范畴 4 = ML „Ap FIB = „GL p Be: 特 称 4 到 B 的 满足 af$ = a, Va 
€ IBAT? 为 同 态 .如 果 同 态 是 一 一 对 应 , WEA A 到 B 的 同 构 . 记 
ker? AA 中 在 同 态 $ 下 映 到 O( 表 示 任 意 .Bg 中 的 零 元 ) 的 态 射 全 体 , DH 
ker? 是 A 的 理想 . 


* 本 文 1986 年 9 月 15 日 收 到 . 
国家 教委 科学 基金 资助 项 目 . 
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设 B = U, B, ÆA = Un Ap 的 理想 . 作 A = A/B = U, Ap 其 中 
Ag = „Apl Bes PT 是 以 了 为 象 元 类 的 一 个 加 法 范畴 称 之 为 A 关于 理 
想 B 的 商 范 畴 (参看 [1,21) .通常 的 同 态 定理 在 这 里 都 是 成 立 的 . 

EER A 的 右 理想 概念 扩充 到 A 的 外 部 去 便 得 A 上 右 模 的 概念 . 这 
就 是 , 设 

M = Mp 

其 中 ,Ms 是 加 群 , 彼此 不 相交 , HL A 到 M 间 有 一 个 部 分 乘法 运算 : ma, 
m € ,Ms,a €,Ag, 有 和 定义 当 且 仅 当 8 = a, 此 时 ma € ,Ms( 即 ;)M。 + Az 
CT Me), 并 在 运算 有 定义 时 , 满足 通常 环 模 的 条 件 ， 即 对 任意 m, 
n EyM,,a,b € Apc € pAy, A 

(m + n)a = ma + na, m(a +b) = ma + mb,m(bc) = (mb)c, 
m-,l, =m, 
其 中 。1。 BRA, 的 单位 元 , 这 时 称 M 为 加 法 范畴 A WA, 记 作 A - 模 
M. 易 知 A 的 右 理 想 可 自然 地 看 成 4 - 模 . 

M.Auslanderl31 曾 把 加 法 范畴 A 上 的 模 定 义 为 范畴 A 到 全 体 Abel 群 
的 范畴 Ab RS PR T^, 即 把 模 解 释 为 范畴 的 表示 , 和 我 们 这 里 把 模 作 为 A 的 
右 理 想 的 推广 是 不 相同 的 . 当然 这 两 种 定义 方式 对 于 结合 环 是 一 致 的 . 

BWM 是 A - 模 . 若 NN = UeNe & M, HN: 是 .Me 的 子 加 群 而 

4Ng. ply CN, Va, B, Y € I, 

WE NAM 的 子 模 . 易 知 子 模 N 本 身 是 A - E. 

者 M = UpM。( 未 写 出 的 项 都 是 加 群 O, 以 下 同 此 ), 其 中 8 是 固定 
元 , EA A-R, M M 给 出 A 到 Ab 的 一 个 函 子 FF; 对 任意 a € Ta €sA， 

aF = M, 
aF: Me >M; r'-za. 

反之 , 任 给 4 SIAb 的 一 个 函 子 F, 任 取 定 一 个 8E€ I, *M- UM, $ 
中 gM。= aF, 再 适当 定义 A 到 M 的 部 分 乘法 运算 , 便 得 一 个 A - 模 M .这 
样 ,Auslander 意义 下 的 A - 模 相当 于 我 们 这 里 的 一 类 特殊 形状 的 右 A - 
模 .( 即 左 4 - 模 M = U.Mg 相当 于 A BALM REBT, fi A - RM 
= UM, HAT ER T). 

设 M = Us Ms 和 N = Us Ng 是 A - 模 . 设 $$ 是 M BIN 的 一 个 映射 ， 


满足 
1. $,Ms Ne, Va, b. AHH 上 在 .Me 上 的 限制 记 作 .go, 它 还 是 加 
群 .Mg 到 加 群 .Ne 的 同 态 ; 
2.$(ma) = $(m) - a, Va € A,m € M Am 有 定义 . É 
m € ,Mg, a € pAy, M ma EMy, 这 就 是 加 (ma) = $5 m) * a, WHEW 
A - tM 到 N 的 一 个 同 态 .如 果 #$ 还 是 一 一 对 应 , 则 称 为 同 构 . 
设 六 是 A- 模 M 的 子 模 . 作 
M = M/N = UrMp， 
其 中 Mp =Mg/ Ng. Xt a € Ag, mM € My, m € Mg 规定 
易 见 这 样 的 规定 是 合理 的 且 使 M 成 为 A - 模 . 称 之 为 M 关于 子 模 N 的 商 
模 . 易 知 范畴 A 上 的 模 的 同 态 也 商 模 有 和 环 模 元 全 类 似 的 同 态 定理 [1]. 
设 M 是 A - 模 而 m c MME 
AnnM = fa € A | Yz E€ M, ï ra BÆN it za = 0}; 
(0: m) = ja € A | RE ma 无 定义 ,或 者 ma = 0}, 
mA = |ma | ma 有 定义 |. 
直接 验证 知 Ann M 是 A 的 理想 , (0: m) 是 A 的 右 理想 , 而 mA 是 M 中 
E m 的 最 小 子 模 且 有 A - 模 同 构 
A/(0: m) — mA. 


§ 2. 加 法 范畴 的 Jacobson 18 


A = U,Ap 永远 表示 以 了 为 象 元 类 的 加 法 范畴 而 M = Us Ms 永远 表 
示 A - 模 . 当 某 些 .Ms 为 0 时 , 则 常 在 并 集 表示 中 略 去 . A - 模 指 右 4 模 

定义 1 1) 若 4- 模 M 除 0 和 M 外 没有 其 他 子 模 , 则 称 之 为 单 4 - 
模 ; 

2)Ann M = 0 的 模 M 称 为 忠实 模 ; 

3) 称 J(A) =N Ann M, 其 中 M 取 遍 所 有 单 A - HE, 为 加 法 范畴 A 
的 Jacobson 根 , BIL J(A) Æ A 的 理想 ; 

4)JCA) = 0 83 A 称 作 半 本 原 加 法 范畴 ; 

5) 具有 忠实 单 A - RHA 称 作 本 原 加 法 范畴 . 
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若 M = U, Me 是 A - 模 , 则 任意 取 定 8, gM = UM, 者 是 M 的 子 模 ， 
同样 , 若 


B = UBe 
是 A 的 右 理想 , 则 

B = USB. 
也 是 A 的 右 理想 . 这样 当 M 为 单 A - 模 时 , 必 有 8 使 

M =M = UpM; 
注意 到 A 的 右 理想 
B: = Us By， i € D(X TEIR), 

之 和 C= 2 Bi = Up Cp, 
其 中 ,Cg = >) Bh GB, i € >), RERA P, 其 中 不 同 者 的 全 体 是 一 
个 集合 )， 
仍 是 右 理想 , 而 

pA = Uns4。 


都 是 A 的 右 理想 , 易 知 A 的 极 大 右 理 想 B 必 具 有 形状 ;有 一 个 8 € I, 
B= YA YBa 
*i M = UM, 是 A - ER y € I, fF 
N = UNa, 
其 中 WN, =Ma, Wa, 
仍 用 A - iM 的 运算 , WA 
yNa ‘es = pMa * As SMe = Ns, 

由 此 易 知 N 是 A - 模 且 Ann M = Ann N. 由 于 在 讨论 A 的 Jacobson 根 
时 , 我 们 只 对 Ann M 有 兴趣 , 故常 将 单 A - 模 


M = UM. 
简写 成 M = UM,, 
这 时 我 们 有 M, * Ag C: Mg. 


定理 1 4 和 尖 0 是 加 法 范畴 , 则 有 
(1) 单 4- 模 是 存在 的 , 因而 J(A) AA; 


(2)J(A) = 站 Mi 其 中 M; BORA 的 一 切 极 大 右 理想 ; 

(3)J(A) = Ud, JJ, = JGAD, Va, RP JCA) BAA, 的 
Jacobson #8. 

证 明 ， (1) HF A z 0, VB a € LA, x5 0. BLA, 有 单位 
JG, 1,, RE ARK ABER, . fF 

R = U Ag U Ra Y eRe * gig 

直接 验证 知 它 是 A 的 右 理想 . 取 A 中 在 (a, a) 处 为 .R。 的 一 切 右 理想 而 
作 它 们 的 和 


222: | | 


R = dus UR, EET 
易 知 R 是 右 理想 . 若 有 A MUGBER'R,lR*' 在 (a,a) 处 的 加 
HR; 必 真 包含 .R。, ATR? EMA, 的 右 理 想 , BR, 的 极 大 性 知 .1。 
ERa , 随 之 
a la tuÀg D Ag CR, V f, 
因而 R”= 4. 这 说 明 尺 是 4 的 一 个 极 大 右 理想 ,4 - 模 A 关于 其 极 大 子 
模 R 的 商 模 即 是 一 个 单 A - 模 . 故 证 得 (1). 
(2) 设 M = UM。 ERA - ESL TERUm #0 € M, 则 mA 是 M PE 
m 的 子 模 ;由 M 的 单 性 得 M = mA . 另 一 方面 mA — A/(0: m). EK 
就 证 得 (0 : m) 是 A 的 极 大 右 理 想 .显然 Ann M = NO : m), EFP mH 
JR M 中 的 非 零 元 .这 样 
J(A) = Ann M 2 [A 的 一 切 极 大 右 理想 之 交 | 
RZ, WR 是 A 的 一 个 极 大 右 理想 , 则 由 前 面 讨 论 知 , 它 具 有 下 面 形 
状 :存在 一 个 | 
a € I, 
R = U Ag UR, U Re 
其 中 ,R。 AA, XARA A/R 是 单 4 - &, 并 且 
0 55,1, € ,A,/,R, C A/R. 
由 之 有 Ann A/R & (0 :,1,) = R, 
最 后 一 个 等 号 是 因为 A/R —-,1,* A. BIS J(A) € R.B 
J(A) & 14 的 一 切 极 大 右 理 想 之 交 |. 
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写 上 面 结果 合 起 来 便 得 (2). 


(3) 设 M = UM; 是 一 个 单 A - 模 .我 们 来 考察 ,A。 N Ann M .为 此 只 
需 考察 .4。 作用 到 M。 的 情况 , AWA, 和 M PREM, 关 a) 之 间 没 有 
运算 . 当 M, = 0 时 , BAA, N Ann M =,A,; XÁ M, 关 0 时 则 对 任意 
m #0 € M, EmA = M Ali m,A, = M,, BD M, HA, 的 单 模 ,此 时 
A, N AnnM = ŽA, ~ ËM, 的 零 化 子 D JA). 
即 对 任意 单 A - 模 M 我 们 都 有 
cA, N Ann M 2 J(CA,), 
即 有 “A, (1 JCA) DIC Aa). 
RZ, a N 是 单 右 ,A。- 模 , WARA, 的 一 个 极 大 右 理 想 .R。 使 作为 
A, COEUR 
Aal Ra = N. 
HR, 出 发 , 依 (1) 中 方法 可 得 A 的 一 个 极 大 右 理想 
R = reap U.R, Y Re: 


这 时 单 4 - 模 M = A/R = UMs, 
其 中 Ma 二 ,A,/ Re = N EA, 7 D. 
由 上 面 的 讨论 知 


Aa 门 J(A) S.A, N AnnM = A, - LM, HET 
= 单 .4。- 模 六 的 零 化 子 . 

随 之 有 Aa N JCA) & JGA). 

总 起 来 便 是 .4。 门 J(4A) = JGA,). 

最 后 一 节 我 们 还 要 讨论 J(4) 的 性 质 . 

定义 2 A 和 A,,i € 5(5 不 一定 是 集合 ) 都 是 以 了 为 象 元 类 的 加 法 
范畴 , 称 | A;, i € 51 为 A 的 一 个 完全 同 态 象 类 , 如 果 有 同 态 风 :A > A,, 
且 

N ker$; = 0. 

由 前 面 的 讨论 易 证 (我 们 略 去 证 明 ) . 

定理 2 (1) 商 范畴 A/J(A) 是 半 本 原 加 法 范畴 ;(2) 半 本 原 范畴 有 
由 本 原 范畴 组 成 一 个 完全 同 态 象 类 . 

大 家 知道 , M. Harada!?! 中 对 加 法 范畴 A 定义 了 Jacobson 根 , 是 指 A 
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a 


的 具有 性 质 

J N Aa = JGA,) 
的 任意 理想 J. Harada 只 是 对 于 取 有 限 直 和 闭 的 加 法 范畴 讨论 了 Jacobson 
根 的 存在 性 和 唯一 性 (参看 [2]), 对 任意 加 法 范畴 的 Jacobson 根 的 存在 性 
是 未 涉及 的 .因而 本 节 以 及 最 后 一 节 关 于 任意 加 法 范畴 的 Jacobson 根 的 
讨论 是 对 Harada 定义 的 补充 和 修饰 . 


8 3. 本 原 加 法 范畴 的 结构 


Zi $7 dÉA-TEM 到 自身 的 同 态 , 则 映射 
$+ p+ pm = $m + dm, 
$5:($9) m = (ym), 
仍 是 A - HM 到 自身 的 同 态 . 其 证 法 和 环 模 情况 一 样 . 
命题 1 WM = UM, 是 单 4 - 模 , 则 
Enda(M) = 14- 模 M 的 一 切 自 同 态 | 
关于 同 态 的 加 法 和 乘法 作成 一 个 除 环 , HE M, Æ 0, 则 
Endi (M) 一 End 4 (Ma). 
证 明 : 易 见 单 A- 模 M 的 任 一 非 零 自 同 态 都 是 M 的 自 同 构 . 设 对 某 个 
a, M, Æ 0, 由 前 知 M, BHA, 的 右 单 模 . 任意 取 定 m, 关 0€ M, 则 由 
A-EM 的 单 性 有 


sags 


Vm € M 


M = Um, ° Áp. 
BA $ E Enda (M) 诱导 出 ,4。- 模 M。 BS —^ B ISI v, 1H. 9 Hgm, € M, 
完全 决定 , BRB $y Fé Endy (M) 到 End a (M, ) 的 单 射 .这 样 可 知道 
Enda(M) 是 一 个 集合 . 

为 一 方面 , 设 y 是 单 .A。 - 模 M, 的 一 个 自 同 构 . 任 取 m, £0 € M,, 
TiS m. = pm. HF ¢ 2M, 的 .4。- 自 同 构 , Km, ERA, 中 的 零 化 子 ， 
记 作 (0 : my) 4 BFTF m, 的 , 即 有 

(0: m,)4 = (0: m, ) 4 = aBa» 
APB, 是 环 .4。 的 一 个 极 大 右 理想 . 今 证 m, Am, EA 中 的 零 化 子 也 相 
等 , 即 
(0: m) = (0: m,’). 
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首先 它们 都 是 A 的 极 大 右 理想 且 在 (a, a) 处 都 是 .B。, BI 

(0: ma) = A U Ba Y, Dg; 

(0 : Ma ) E U Ba y, «Bp . 
作 此 二 右 理 想 之 和 C, 即 

C = U As U.B. U GB, + Bg )， 
则 C 关 A HO: ncc X: m, ) Z C, BWC = (0: m,) = (0: 
m, ) .注意 到 M = mA, TK FE GT BAA RM RI — TERES 1$ m, ， 
fp) = Ma *,ag, V ag EA. 这 个 对 应 定义 是 合理 的 , 因为 由 (0 : m,) = 
(0: m, ), BOR m, + ag = 0. 4AM m,’- ap = 0. BRS RA - EM 
的 自 同 构 . 显 然 $ 在 M, 上 诱导 的 M, IPLA, - 自 同 构 就 是 给 定 的 gy. 这 样 对 
Wd 一 y 是 满 的 ,而 给 出 Enda(M) 和 End 4 (Ma) 之 间 的 同 构 对 应 . 

定义 1 ARH D 上 所 有 左 向 量 空间 M,,a € I, HRT, 以 所 有 这 
#678 |B) ZA BA D -线性 变换 为 态 射 的 加 法 范 暑 C 称 作 上 全 线性 变 
换 加 法 范畴 . C 的 一 个 加 法 子 范 畴 A = Y, Ap 其 中 TS 三 而 48 S 
Homp( M., Mg), 叫 作 稠密 线性 变换 范畴 , 如 果 对 所 有 a, BE I, Ag 在 
Homp( M,, Ma) 中 是 稠密 的 , 即 指 :对 任意 自然 数 ”, 以 及 任意 从 M, 中 取 
ER] D -无 关 元 zt 23,70 La, 和 任意 从 Me 中 取 定 的 元 素 yi, y2 Yas 
VA a € Ag, fi ra = yi,i = 1,2,…,n. 

设 A 是 以 I 为 象 元 类 的 加 法 范畴 , F = fana) 是 了 的 一 个 有 限 
子 集 . 现在 我 们 来 构造 一 个 新 加 法 范畴 B, 其 象 元 类 为 [= I \ FF 以 及 一 
个 不 在 工 中 的 新 符号 n, 其 Hom R.B, 规定 如 下 : 

Be = Ag Aa, PE I, MH, 
B:= QA. APE nm, 
x Bp = D Ap See, 
nBr = QQusAn 
利用 A 中 态 射 的 加 法 和 乘法 , 直接 验证 知 B 是 一 个 加 法 范畴 . 直观 地 说 
B 由 A 把 其 中 象 元 ci, a,,…, a; 合并 成 一 个 新 象 元 x 而 得 到 的 . 

下 面 我 们 来 考察 A - RAB - 模 之 间 的 关系 . 设 M = UM, 是 单 4 ~ 

模 . 作 
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N 一 U N, U Nxs 
ac 了 


其 中 N, =M, Va€ I, N, - QM, 
利用 A - 模 M 的 运算 , 可 使 NN 成 为 一 个 B - 模 , BA FH FEN B-N 的 
运算 ,用 . 表示 A- 模 M 的 运算 , 我 们 规定 : 当 z CN,,b E Bpa pE 
1 时 z+。6= x.b; 当 
x = (Qu. C N,, 
其 中 r, € N, 
b = B, ag € «Bp, 
其 中 as € Ag HT, 
r*b = (Qu. ' AgS 
Mz = Dra € Nu HP x, € No 
b E Zp OB? 
其 中 as E Ag 时 
rb = 四 | aut . ga) . 
直接 验算 可 知 N 是 一 个 B- 模 . | 
引 理 1 A,B,M,N 之 意义 如 上 , 则 有 
(1) di M 是 单 A- 模 , 则 NN 是 单 B- 模 ，; 
(2) 4 Ann M = Ag’ ,而 
Ann N -. s, Bg ÀJ By 9. “Ba U.B,., 
则 “Ap = Bs, Va B € Ms DAs = Bri 
QA. = aBa i BAy = «Bx. 
WEAR: (1) 欲 证 NN 是 单 B- 模 ,只 需 证 对 NN 中 任意 xz 40,2B =N. Ë 
x E Ng = Mz, BE L, KN BRA cBDM,,c0€C 1, cB =N.B 2x € 
N,; 则 
x = Br, 
其 中 zr, € N,,a EF. 
由 x 关 0, 知 有 一 zg 关 0. 取 .B. 中 的 元 素 s1g( 环 hg 的 单位 元 ), 则 有 
x ° glg = rg € N, 
随 之 有 zB D> xB = N. 
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BD N 是 单 B - 模 . | 
(2) 直接 验证 可 得 . 
RZ, wN = U Ne U N, Æ B- 模 .由 于 .B; 的 单位 元 


1, = 1 
non MQU OC 


而 ,1,,a E F,JéiEXAES TUA, RA 
Nx = Nx? xl« = ỌN., 


其 中 N, 一 Nge alg. 
Ml = 1, U lay, an, 中 任意 a, $ M, = N, 而 作 
M = UM.. 


利用 B - AN 的 运算 ,与 上 类 似 地 可 将 M 作成 一 个 A - 模 , 类 似 地 有 
引 理 2 A, BLN, MARMOL. AN 是 单 B- 模 , 0 M ESA - 模 . 


E 
Ann N ÉD Bg B By RS Be U,B,,; 
Ann M = PS 9 
则 Bg = Ag, Va,B€ Ii; 


Ba ala = AÅ, Va El,,x€E F; 
rlz aBa = Aas Vee Fix € |; 
zle xzB + yly = Ay, Vr,y€EF. 
引 理 3 4,B,M,N 的 意义 如 上 .此 时 有 
Enda (M) = Endg( N). 
WEAR: Enda CM) 中 的 $ 可 诱导 出 B- 模 N 的 一 个 自 同 态 # ,规定 . 
x = $r, zxE Na€El; 


对 于 r =r, € Ny, 
其 中 Xo c M,,a c F, 
规定 $r = PPr. 


反之 ,石光 是 B- 模 N 的 一 个 自 同 态 , WH LN, C NoaeE 了 ,以 及 
$N, = $ (DMa) S N, = CDM, 
因而 对 a € F = jal,…,an| BA 
9M, = P (Np ° ala) C (YN,) * ala C Na? ala = Mas 
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故 只 要 规定 gr = 92, VaxEM,,Va El, 
便 得 A - 模 M 的 一 个 自 同 态 , 因为 A 对 M 的 作用 和 B 对 NN 的 作用 是 一 
样 的 , BOS 保持 A - 模 M 中 的 运算 是 不 成 问题 的 . 对 应 dod 给 出 了 
Enda (M) 和 Endg(N) 的 同 构 . 
作为 引 理 1,2 和 上 节 定 理 1 的 推论 ,有 
定理 1 A,B 的 意义 如 上 . 若 
J(A) = U Af, 


a BET 
I(B) = W, By Y Be Y «B. UB, 
则 有 Bg = Ag a,P € Mh, 
By = © Ap» a € Ii, 
BS =O A a € hi, 
-Bx 一 ‘Rpg; 

并 且 JGB) = J(B) N „Br = „Br = QD Ag’ 

下 面 是 本 原 加 法 范畴 的 主要 结构 定理 . 

定理 2 (1) 本 原 加 法 范畴 必 同 构 于 一 个 稠密 线性 变换 加 法 范畴 ; 

(2) 稠密 线性 变换 加 法 范 团 都 是 本 原 加 法 范畴 . 

证 明 :(2) 是 容易 证 明 的 , 下面 只 给 出 (1) 的 证 明 . 

设 A = MT 有 一 个 忠实 单 A- 模 

M = UM.. 

令 D = End4( M). 
由 命题 1 知 D 是 除 环 .由 DM, C M,, RAM, FED - 左 向 量 空间 ， 
Tfj Ap 中 的 元 素 可 解释 成 为 D -空间 M。 到 Ms 的 D -线性 变换 .由 于 .As 中 
元 素 只 与 M。 有 运算 , 故 由 A - 模 M 的 忠实 性 知 , 4a € As, Mua =0 当 
HAX a = 0, BA, 可 看 成 Homp(M,, Mj) 的 子 集 . 

首先 证 明 ,A, TE Homp (M,, M,) 中 是 稠密 的 . WR M, = 0, 则 没有 什 
么 要 证 的 . 若 M, 关 0, 则 由 A-M 的 单 性 知 对 任意 0 关 m € M, 有 
mA, = Ma, BLA, 关 0 且 M, HA, WBA. iD, = End, (M, ). 
依 命题 1 在 对 应 $ 一 y PAD 二 D,, 且 y 就 是 $ 在 M, 上 的 限制 , 故 若 按 
此 同 构 对 应 把 D ALD, 等 同 起 来 , 则 它们 对 M, 的 作用 是 一 致 的 . M, 
中 一 元 素 集 是 了 -无 关 和 是 D.。 -无 关 是 完全 一 样 的 . 由 Chevalley-Jacobson 
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稠密 定理 知 .A。 TED, -空间 M。 上 的 作用 是 稠密 的 , 故 知 .A。 TED -空间 M。 
上 的 作用 是 稠密 的 , 即 对 M, 中 任意 有 限 D - 无关 (因而 D,- AR) R 
rir AM, PRR yi s 9, 必 有 aeE A, za = y, Vi, BBA, TE 
Homp( M,, M) 中 稠密 . 
其 次 证 明 .4s TE Homp(M,, Mg) 中 也 是 稠密 的 . 为 此 取 a1 = a, a = 
B 如 前 由 A 作 加 法 范畴 B, 这 里 
B= U „Bs U B, a “By U,B,; 


y,6€ I, YEL 
“Br = Aa DeAg PaA. CDeAs, 
由 M TEN, RE 
N =U Ny U N,, 
N, = M, ® My. 
由 引 理 1 知 N 是 忠实 单 B - 模 , 由 引 理 3 知 
D = EndAC M) = Endg( N) 
(这 里 把 它们 按 该 同 构 等 同 起 来 ). 

把 上 面 证 明 结果 应 用 于 B 中 的 .B,, (818, B, XE Homp(N,, N,) 内 是 
稠密 的 .因而 在 M, CN, PERAR D- TRR, xz, AMZ N, P 
任意 元 y1,…, Yn DA 

b = dba tabp + gb, + gbg € ,B,, 
其 中 ,bs € As, 使 得 


x;b = Yis Vi. 
注意 到 Ms *sAy C M,, 由 之 便 得 
Zapp yi Vi. 


即 证 得 .As 在 Homp( M,, Mg) 中 的 稠密 性 . 

定义 2 YR A HAA Artin 加 法 范畴 , 如 果 A 中 任意 右 理想 降 链 

R ƏRƏ PBR, 2: 

在 有 限 处 中 断 . 单 加 法 范畴 指 无 真正 理想 的 范畴 . 

作为 上 面 定理 的 推论 ,有 

定理 3 HG Artin 加 法 范畴 A 必 同 构 于 某 一 除 环 D 上 有 限 维 左 向 
量 空间 加 法 范畴 的 一 个 完全 子 范畴 且 其 象 元 集 是 有 限 的 . 

WEAR, 首先 证 明 Artin 范畴 A 的 象 元 集 I 是 有 限 的 .否则 取 不 同 的 
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o; € 1, i 21,2," 
令 R, = UAg, 
WR, n = 1,2,… 组 成 无 限 降 链 , 这 与 A 是 Artin HOPE. 
由 于 A 只 有 有 限 个 象 元 , 又 对 右 理 想 满 足 降 链条 件 , 故 A 有 极 小 右 
HER. AT A 是 单 的 , 知 A - 模 R 是 忠实 单 模 , 因而 A 是 稠密 线性 变换 
范畴 .车 A 中 有 一 个 象 元 M。 ÉD 上 无 限 维 向 量 空间 ， 则 取 M, 中 可 数 个 
D- 无 关 元 x,, i = 1,2,…, 而 令 
R? = {a €,A, | za =0,i = 1,2,°",7}. 
E WR; * Ag ERa. E 
R, = U.Q», 
而 令 .Qe =R? Ag, V B. 直接 验证 知 R, 是 A 的 右 理想 且 在 (a,a) 处 
XR? .由 ,A。 TE Homp( Ma, Ma) PRHA EEM, R! SUR", V,, RBA 
中 无 限 递 降 右 理 想 
Rig Ræ gR, 
这 与 是 右 Artin 相 矛 盾 , 即 知 A 的 每 一 象 元 都 是 有 限 维 的 . 


8 4. 加 法 范畴 的 Jacobson 根 ( 续 ) 


在 $2 中 我 们 是 用 右 A - 模 来 定义 A 的 Jacobson 根 , 而 有 
J(A) =N AnnM, M 取 遍 右 单 A - $R, 
JGA,) =A, 门 J(A)( 参 看 83 定理 1)， (*) 
HEJA.) SERIA, AA Jacobson 根 ( 即 用 环 的 右 模 定 义 者 ). 同样 ,也 
可 以 用 左 A - 模 来 定义 4 的 Jacobson 根 , 称 之 为 A 的 左 Jacobson 根 , 记 作 
J CA). 284] E HIE, 我 们 也 有 
J (A) =N AnnM, M EGRZCHR A - &, 
J (Ax) =xAr NJ (A), (*) 
RB JI (AQ 表示 环 .A, 的 左 Jacobson JR. 
但 对 环 ,4, R, 其 左 , A Jacobson 根 是 相等 的 , 因而 如 果 取 y = aj, 
6 = a;( 8 $3), 
此 时 ‘Ar = yAy DyAs Doody Bods, 
而 令 J(A) = Uds. J CA) = UJ; 
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则 由 (* ) 有 J, Js QJ, Quis, = JGA = J'GA = Jy Gus 
Diy De, 
BUB Js — Ja dy =y BJA) = (A) NUS 


定理 1 加 法 范畴 的 右 Jacobson 根 和 左 Jacobson 根 是 相等 的 . 
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有 加 图 的 几何 性 质 和 其 路 代数 
的 代数 性 质 


Geometric Properties of Directed Graphs and 


Algebraic Properties of Their Path Algebras 


摘要 本 文 研究 有 回 图 A 的 几何 性 质 和 其 路 代数 K CA). 的 代数 
性 质 之 间 的 关系 .给 出 有 向 图 A 的 路 代数 K (A) 是 Artin 代数 , Noether 代 
BL, 半 本 原 代 数 以 及 素 代 数 的 充分 必要 条 件 . 


我 们 在 [1] 中 证 明了 两 个 有 向 图 是 同 构 的 当 且 仅 当 它们 的 路 代数 
(在 同一 域 K 上 的 ) 是 同 构 的 .这样 , 有 向 图 的 几何 性 质 ( 即 在 有 向 图 的 自 
同 构 下 不 变 的 性 质 ) 和 其 路 代数 的 代数 性 质 ( 即 在 路 代数 的 自 同 构 下 不 
变 的 性 质 ) 是 彼此 对 应 相互 决定 的 . 本 文 的 目的 在 于 给 出 这 方面 的 一 些 
结果 , 说 明 路 代数 该 是 研究 有 向 图 的 一 个 有 用 工具 . 

首先 引 叙 一 下 我 们 下 面 要 用 的 概念 l 

一 个 有 向 图 是 A = (A Al, s, 6), EF A AA 是 两 个 集合 (有 限 或 
无 限 ), s, e 是 从 Ai 到 A 的 映射 . 称 Ao 是 和 A 的 顶点 集 , 其 中 元 素 用 wo ,5，… 
表示 ,Al 是 A 的 箭 向 集 , 其 中 元 素 用 a, 8,… 表示 .对 a € Ay, s(a), e(a) 
分 别 叫 作 a 的 起 点 和 终点 . 

PRla | a1,77,0; 15), 其 中 a 是 箭 向 ai WEA, b 是 w HAA, HX 
1 is 1-178 e(a;) = slan), JAWA AFM a Bld 的 长 度 = 1 的 
道路 (或 路 ) .这 样 稍 向 a 是 长 度 为 1 的 道路 (a | a 1 6). 我 们 还 引入 长 度 为 


* 1987 年 3 月 7 日 收 到 . 
Q 国家 自然 科学 基金 资助 课题 . 
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SMa 1a),a € Ao. 一 个 从 < 到 a 的 长 度 之 1 的 道路 称 为 循环 道路 . 
取 定 域 K, 有 向 图 A 的 路 代数 K(A) 是 指 : 首 先 K(A) 是 由 人 A 中 所 有 
道路 为 基 作 成 的 KK - 向 量 空间 , 乘法 由 道路 之 间 的 乘法 按 分 配 律 给 出 , 两 
个 道路 的 滋 法 规定 如 下 : 
(a | aisar! b)’ (cp Bu | d) 
[Qa hao sanis Bm 1d), 4b = c 
7 0,24 b £c. 
按 这 种 方式 我 们 得 到 K 上 结合 代数 KK (A). 
道路 zx = (a | atesar 15) 的 子 道路 是 指 形 如 vw = (la 1 a,,…， 
am 1b), i >21, m 过 1 的 路 .此 时 也 说 ww 是 v 的 扩 道 路 . 易 见 ,wu 的 子 道路 
v dé wu 表 成 一 些 道路 乘积 时 的 一 个 因子 . 
任 取 x E K(A), 则 zz 是 A 中 一 些 不 同道 路 的 KK -线性 组 合 . 称 此 表 
达 式 中 具有 非 零 系数 的 道路 的 长 度 中 的 极 大 者 为 元 素 z 的 长 度 , BAF 
x,y € K(A) H x (y) 中 出 现 的 道路 都 以 a 为 终点 (起 点 ) 时 ， 
x+y 的 长 度 = x 的 长 度 + y 的 长 度 . 
FAK (A)* 表示 A, TE KA) 中 生成 的 子 代 数 . 


很 容易 证 明 下 面 命题 . 

命题 1 下列 命 题 等 价 

1) 有 向 图 A 没有 循环 道路 ; 

2) 路 代数 K(A) 是 局 部 有 限 维 的 ; 

3)K(A)* 是 诺 零 的 . 

证 朋 :1)=>2). 只 需 证 明 由 有 限 个 稍 向 a1,…, ay TEK (A) 中 所 生成 的 
子 代数 A 是 有 限 维 的 就 够 了 .由 于 A 中 没有 循环 道路 , 故 由 a1,…, a, 中 
者 干 个 (可 重复 使 用 ) 所 组 成 的 非 零 道路 , 其 长 度 不 能 超过 n, 否则 将 有 某 
— a; 在 该 道路 中 至 少 出 现 两 次 , 随 之 它 含 有 一 个 子 道路 是 循环 道路 . 这 
样子 代数 4 IE S n”, BB. 

1) 过 3) .显然 任意 非 循环 道路 的 平方 都 为 零 . 设 zxE K(A)! 是 任意 
TCR, 则 它 是 一 些 非 循环 道路 的 线性 和 , 若 在 这 些 道 路 中 出 现 的 不 同 箭 向 
共有 个 ,与 上 类 似 地 可 知 , zx"*! = 0. 
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2)>1),3)>1) 是 显然 的 . 


命题 2 下 列 命题 等 价 73 
1) 有 向 图 A 只 有 有 限 个 顶点 , 有 限 个 箭 向 且 无 循环 道路 ; s 
2)K(A) 是 有 限 维 代数 ; 

3) K A) 是 左 (或 右 )Artin 代数 . 


证 明 :1),2) 等 价 由 命题 1 即 得 . 剩 下 来 要 证 的 只 是 3)=>1). 用 (S) 表 
示 S 在 K(A) 中 生成 的 左 理想 . | 
A A 有 无限 个 顶点 , 令 e; = |a; | ail,i = 1,2,…,S, le,iznl, 
则 有 无 限 递 降 左 理想 链 ， 
(Sp 2 (S) 2° 2(S) zR 
| 若 A 有 无 限 个 不 间 篆 向 a;,i = 1,2,…, 令 下 = las, i È nl, BH 
限 递 降 左 理想 链 
(T) (T) gm) 2 
Zr A 有 循环 道路 zx = ja | atsan 1 al, 则 得 无 限 递 降 左 理想 链 
(x) 2 (2?) R (x?) Bo 
即 证 得 3) 之 1)， 
命题 3 ”下 列 命题 等 价 
1) ARAB Ai) 只 有 有 限 个 顶点 , 有 限 个 稍 向 ;i) 对 任意 循环 道路 
(a laita, l a) PAREM a = (alalb)z5a 
2)K(A) 是 右 Noether 代数 . | 
证 明 :2) 之 1) .与 命题 2 对 偶 的 去 讨论 可 知 A BUBUR EP DILSURLRU 
向 . 若 在 A 中 存在 循环 道路 x = (a | a1,°,a, 1a) RAIA a = latal 
b), a £ a,, 此 时 易 知 有 下 面 无 限 递增 右 理想 链 ， 
(za) $F (xa, x^a) $ (xa, x?a,x?a) SF 
因而 得 证 2)=>1). 
1) 过 2). 设 A 的 有 限 个 顶点 为 a1，,…, a,, 而 令 e, = (a; | a). BAI 
= Dye: 是 代数 K(A) 的 单位 元 .任意 右 理想 了 可 表 成 


I=1.1.1= Pjele. 


欲 证 右 理想 递增 链 NCDO LC 是 在 有 限 步 终止, 只 需 证 , 对 任意 
1 二 1, s n, 下 面子 代数 递增 链 


ejl e; S etre; C ejl3e; CE (1) 

是 在 有 限 步 终止 即 可 

BLA 中 的 一 个 循环 道路 w = (a; lana, a) 为 极 小 的 , WER 
向 a1,…, a 无 相同 者 .注意 到 A 满足 条 件 iD, MA PU o; 为 起 点 和 终点 
的 循环 道路 中 只 有 一 个 极 小 者 , 说 是 w, 而 其 他 的 都 是 形 如 w 者 , 并 
HA 中 无 有 形 如 uwv 的 道路 , 其 中 o 不 是 w 的 子路 且 长 度 1. 

eK (Ade; 183€ K (A) 的 元 素 中 可 表 成 形 如 (ai; | 04,77, 0, | aj) 的 道 
路 的 线性 和 的 全 体 . 形 如 (ai | ai, 7.2, | a;) 的 道路 可 分 成 二 类 , 一 类 是 
不 含 循环 道路 为 其 子 道路 者 , 由 于 A 中 只 有 有 限 个 箭 向 , 这 样 的 道路 只 有 
有 限 个 , 设 为 u1,…, un . 男 一 类 是 其 子 道 路 中 有 循环 的 , 由 上 知 这 些 子 循 
环 道路 都 必 是 以 aj 为 起 点 和 终点 的 , 且 可 表 成 ww", 其 中 w 是 以 a; 为 起 点 
和 终点 的 唯一 极 小 循环 道路 . 这 样 eK CA) e; 中 的 元 素 z 必 可 表 成 下 面 
形状 : 


:cOM fau + D| D) fiu) ot CERE. 

这 样 , cjK (A) e; BUR IIT K (4CKE>S1 BEL a 为 起 点 和 终点 的 
循环 道路 ), 或 者 是 K[w], 它 同 构 于 K 上 一 个 不 定 元 y 的 多 项 式 代数 
KÍ y]. 

55. eK CA)e; 可 以 看 成 代数 eK (A)e; 上 的 右 模 .上面 的 讨论 说 明 . 
右 ejK(A)e;- 模 e,K(A)e; REEK 上 的 有 限 维 向 量 空间 ,或 者 是 K 上 多 
项 式 代数 上 的 有 限 生成 模 . 由 模 论 中 熟知 结果 知 eK (A) e; 是 右 Noether 
ejK(A)e;- 模 .显然 (1) EE eK (A)e,- 模 e;K (A)e; 的 子 模 升 链 , 因而 它 必 
在 有 限 步 上 终止 . 

称 有 向 图 A 中 的 一 个 循环 道路 ww = (a | 21,77, an |a) 为 孤立 的 , 若 
w 所 经 过 的 顶点 a, a1,…, av 4, 互 不 相同 且 与 A 中 其 余 顶 点 间 无 箭 向 相 
连 . 由 上 命题 直接 得 

命题 4 ”下 列 命题 等 价 

1)A 只 有 有 限 个 顶点 和 有 限 个 箭 向 且 A 中 的 任意 循环 道路 都 是 孤立 
的 ; 

2)K(A) 是 左 , i Noether 代数 . 

这 是 因为 , 由 命题 3 及 其 对 偶 命题 知 1),2) 是 等 价 的 . 
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称 有 向 图 A 中 的 一 个 道路 (ac 1a,,:77,2,1 b), n2 1, 为 正则 的 , 如 果 
它 不 是 任意 循环 道路 的 子 道路 . 

命题 $"1)K(A) 的 Jacobson BJ HEA 中 一 切 正则 道路 所 支持 的 
K - 向 量 空间 , 因而 J 是 诺 零 理想 而 与 K(A) 的 Koethe 根 重合 ; 

2) K A) 是 半 本 原 代数 OA 中 无 正则 道路 ; 

3)K(A) 是 半 本 原 代数 OK (A) 是 半 素 代数 . 

这 就 是 说 , K(A) 的 Jacobson 根 = K(A) 的 Baer 根 . 

证 明 :1) 说 A 中 所 有 正则 道路 所 支撑 的 K- 向 量 空间 为 M .首先 证 M 
CJ. 设 w= (a | ai, an lb) 是 任意 的 一 个 正则 道路 . u YEK (A) PE 
成 的 理想 为 (x ) . 易 知 (x ) 中 元 素 是 一 些 以 u 为 子 道 路 的 道路 的 线性 和 . 
B r, y Uu 为 子 道路 的 两 个 道路 , 若 z. y= ziuzx2* yiuy2? 天 10, 其 中 
zi y; 是 道路 , 则 易 见 wzrzyi 25 0 且 是 一 个 循环 道路 并 含 u 为 其 子 道路 ， 
这 与 x 的 正则 性 相 了 矛盾 , 故 z. y = 0, 即 (x) = 0. 但 是 包含 一 切 谐 零 
BBW, Mu € J, BI M CJ. 

今 证 M =J. ÆEM#J, WVA 0# x EJ Hzr = 2 fa ARM), 
HF O f; € K Mr; 是 非 正 则 道路 .不 失 一 般 性 , 必要 可 左 乘 z We; fh 
3E x Ue, AT ri, Vi 都 是 以 a; 为 起 点 , Wa HRAB. A ai Zaj, 由 
T x, 是 非 正则 道路 , 即 zx; 是 一 循环 道路 的 子路 , 故 必 有 道路 =, CA a; 为 
起 点 a; 为 终点 .由 于 0 关 zz EJ 且 每 一 ziz 都 是 循环 道路 , 这 样 我 们 不 妨 
We J 中 有 一 非 零 元 z = >， zi 而 所 有 zi 都 是 以 a 为 起 点 和 终点 的 循 
环 道路 且 r 的 长 度 I1, 因为 在 z WRENS, We = f(a 1a), 而 (a | 
a) AEST, 不 可 能 在 J 中 .注意 到 J 中 元 都 是 拟 正 则 元 , 故 有 0 关 y € 
K(A) 使 得 

rctytry-O. (2) 
显然 y 的 长 度 不 能 为 零 . 设 y 的 长 度 n Z1. y = y, + y2, 其 中 出 现在 
y; 的 道路 都 是 以 a 为 起 点 而 出 现在 y, 中 的 道路 之 起 点 都 异 于 a . 此 时 ， 

z+ y+ azy = r+yt+y2+ xy=0 
注意 到 r, yi, xy, 中 出 现 的 道路 都 以 a WEA, W y; = 0, By = y 的 长 
度 n 宇 1, 且 


* ”这 一 结果 是 首先 由 肖 杰 同志 得 出 的 . 


pobi di 


x£ +t yi *amy,-O. (3) 

但 此 时 有 zy, 的 长 度 = x 的 长 度 + y, 的 长 度 , 故 (3), 因而 (2) 不 可 能 成 
立 .此 矛盾 说 明 必 有 J = M .证 得 1) 

显然 2) 是 1) 的 直接 推论 .为 了 说 明 3), 设 K(A) 是 半 素 代数 , 注意 证 
明 开 始 时 所 得 的 事实 :正则 道路 u 生成 的 理想 是 等 零 的 , 知 此 时 A 不 能 有 
正则 道路 , 随 之 由 2) A, K (AD 是 半 本 原 的 . 另 一 方向 是 熟知 的 命题 (参看 
[2]). 

称 有 向 图 A 是 连接 图 , 如 果 对 任意 两 不 同 顶点 a,b, 至 少 有 一 个 以 a 
为 起 点 以 5b 为 终点 的 道路 . 

命题 6 ”下 列 命题 等 价 

1)A 是 连接 图 ; 

2)K CA) 是 素 代 数 . 

WEAR 2) 1). Ut K CA) 是 素 代 数 . 若 A 不 是 连接 图 , 此 时 在 A 中 有 两 
个 不 相同 的 顶点 a,b 且 A 中 没有 以 a 为 起 点 以 65 为 终点 的 道路 . 令 e = 
(ala),e = (b 15). 注 意 到 eK(A)e BHAA PU a 为 起 点 以 8 为 终 
点 的 道路 支撑 的 多 -向 量 空间 , 48 eK (A)e = 0, 这 与 K(A) 的 素性 (参看 
[2]) FS, BD A 必 是 连接 图 . 

1)=>2). W I,J JÉK (A) 的 两 个 非 零 理想 且 T.J = 0. FIO, 5k 
在 工 的 非 零 元 素 的 表达 式 中 必 出 现 以 a 为 起 点 以 5 为 终点 的 路 . 令 el = 
(a 1a),ez2 = (5165), 则 有 eile, 关 0. 同 理 , 有 es3= (cic), e4= (did), 
使 e3Je4 75 0. 由 A 的 连接 性 , 必 有 由 顶点 5 到 c 的 道路 w. 这 时 

elez * w * eaJe4 Æ 0, 

这 与 1. J = 0 矛盾 .此 矛盾 说 明 K(A) BRR. 

称 A 的 一 个 循环 道路 w 为 广义 Hamilton 道路 , W w 至 少 一 次 地 经 过 
A 的 每 一 个 顶点 , 命题 6 的 另 一 种 表达 方式 就 是 : 

命题 7 A 有 广义 Hamilton 道路 9 K (A) BERK. 
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偏 序 集 代 数 的 同 构 问 题 


Isomorphism Problem of Partial Ordered 


Set Algebras 


在 [1] 中 对 局 部 有 限 偏 序 集 T = 1I, «| KIRK 引信 了 关联 代数 KI* 
的 概念 . 这 里 的 “局 部 有 限 ” 是 指 对 任意 a,b € ILa <b, RAE II 
a Sr Sb) 是 有 限 集 . KI” 的 定义 是 ;其 元 素 是 域 K 上 以 I 中 元 素 为 行 
与 列 的 足 码 的 形式 矩阵 (上 .os)。ser( 即 允许 有 无 限 多 个 kao 560) 且 满 足 
条 件 : 当 a sco BUE, , = 0. 注意 到 了 的 局 部 有 限 性 , 易 知 上 述 形 式 和 矩阵 
的 全 体 关于 通常 矩阵 的 加 法 和 乘法 以 及 数 乘 作成 域 K 上 的 一 个 结合 代 
数 , 称 之 为 1 在 K 上 的 关联 代数 KI* . 它 是 由 偏 序 集 了 作出 的 一 个 好 的 代 
数 系统 , 其 原因 之 一 是 关联 代数 的 同 构 问 题 有 正面 的 解答 , 即 由 KIS 二 
KI? 可 得 I, — L,,3X B L, 1, 是 两 个 局 部 有 限 偏 序 集 (参看 [2], [3]). 

本 文 的 目的 是 对 任意 偏 序 集 引 入 偏 序 集 代 数 , 并 证 明 相 应 的 同 构 问 
题 有 正面 的 解答 , 从 而 偏 序 集 的 几何 性 质 和 偏 序 集 代数 的 代数 性 质 之 间 
有 相互 对 应 关系 , 提供 用 偏 序 集 代 数 , 以 及 关联 代数 , 去 研究 偏 序 集 的 可 
能 性 . 

FEF HI 表 偏 序 集 , R 表 有 单位 元 的 环 . 

定义 1 SRI 表示 R 上 以 I 中 元 素 为 行 、 列 足 码 的 矩阵 
(r4, s), b€1, ra,b € R( 只 有 有 限 个 Ta,b #0) Bn gd. n, = 0 4a 条 
b, Ya,b ET, 的 全 体 ., 注意 到 偏 序 关 系 的 传递 性 , 易 知 RI 关于 矩阵 的 加 、 
乘 运算 是 封闭 的 而 作成 一 个 结合 环 . 称 环 RI AGH I 的 偏 序 集 代 数 . 


+ 国家 自然 科学 基金 资助 项 目 . 
1988 年 2 月 3 日 收 到 ,1988 年 5 月 5 日 收 到 修改 稿 . 
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BR, 对 于 局 部 有 限 偏 序 集 工 言 RI 是 RI* 的 一 个 子 环 . 对 有 限 偏 序 
集 I, 有 RI = RI". | 

虽然 本 文 的 目的 在 于 讨论 环 R 是 域 的 情形 , 然而 我 们 的 证 法 对 下 面 
较 广 的 一 类 环 也 是 成 立 的 ,为 了 叙述 方便 , SLA 

M2 称 有 单位 元 工 的 环 R AMES IH, 如 果 1 是 R 的 唯一 
具 等 元 (在 本 文中 大 等 元 恒 指 非 零 者 ), HR 不 是 交换 环 时 , R CRS 
元 . 

例如 , 域 、 除 环 、 整 区 、 不 可 分 解 交 换 环 等 都 是 唯一 笑 等 元 环 . 

由 RI E US A, 矩阵 单位 ez,yE 了 IT 属于 环 RI 当 且 仅 当 z x 
y. Hl erz Vx € I, 都 在 RI P. PRES YD er, EISA FRI 的 
XR P ER Kr. 

引 理 ” 设 1= 11, 过 | 和 I = |r, <| 是 偏 序 集 而 R BERS 
JOH. Rf: RI — RI 是 偏 序 集 环 间 的 同 构 对 应 , 则 e, .,z ET, 在 f 下 的 
象 必 具有 形式 : 


(1) (1) (2) 


fle.) = er r+ dares 十 > reves’, + 
其 中 r,s 等 属于 1 Mr, SER 中 元 素 . 

证 明 : 在 下 面 讨论 中 ,了 中 元 素 用 oa, zx,… 表示 , 而 I PRA’, 
r, t 表示 . 

首先 想 说 明 的 是 : 当 了 是 有 限 偏 序 集 时 , 记 其 元 素 为 a, a,,…, a, 并 
"IAE EU TEILTE D Pa <a, 时 必 有 i <j. RH, RI EER 上 的 上 
三 角 和 矩阵 环 的 一 个 子 环 . 因此 , 对 任意 偏 序 集 I, 当 考 虑 RI 中 有 限 个 元 
X, 因而 只 涉及 工 中 有 限 个 元 素 时 , 总 可 以 把 这 些 元 素 都 想 成 是 R 上 的 一 
些 上 三 角 和 矩阵 . 

设 N 是 RI 中 一 切 形 如 re,,,, x Æ y x,y E€ Isr E R, WRT = 
fre, !xzElr€CRAr ETE SUI 生成 的 子 环 .注意 到 唯一 医 等 元 环 
的 定义 , 仅 当 R 是 交换 环 时 , T 中 才 可 能 有 非 零 元 , 但 此 时 R PRETE 
体 是 RR 的 一 个 理想 , 故 知 N 是 RI 的 理想 且 恰 是 RI PUES TWH. 
SWE N ERREF H. R S 是 任意 2 个 形 如 ye。,,r ERARAS m 个 
形 如 re, y x Eyr € R, 的 元 素 集 合 .只 和 需 证 明 S 生成 的 子 环 4 BRE 
的 即 可 . 设 S 中 个 蜘 零 系数 r 的 最 大 寡 零 指数 为 +, 则 易 见 子 环 Ai 是 由 
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有 限 个 形 如 re, ,, x Ey, r E R 的 元 素 生 成 并 设 其 生成 元 个 数 为 p . 今 从 
这 p MEW rer, y, x vy RIZE Roo PER p t1 个 ( 可 重复 取 )， 则 其 乘积 
必 为 零 , 否则 , 注意 到 RI 的 定义 , 必 导 致 z<<y<zzyET 这 在 偏 序 
集 了 中 是 不 会 出 现 的 . XCA) = 0, 即 4 STH. N ARES 
性 证 完 . 

易 见 RI/N = Rë., z» Hs, 表示 e。-. + N, 4R 不 是 交换 环 时 
R = R, 34 R JÉACIRSRIN, R BR ET RECIBE RAHA. 

对 RI’ 进行 同样 的 讨论 ,得 N ARRIN = QRe. 

在 同 构 对 应 f 下 , ESTAS TL, RA f(N) = N. RR, f B 
导出 


opi || 


RI/N = QR... — RI’/N’ = QR. 
的 同 构 对 应 f. 
é,,, 是 RI/N 中 的 本 原 笑 等 元 , 故 fle) 也 是 本 原 大 等 元 . 另 一 方 
A, AMER ej, 中 本 原 笑 等 元 必 具 有 形状 天 ……F € R, BUB 
Fa ) = rey, 2 OE fle...) € rey +N. 适 当地 把 一 些 项 写 在 一 起 ， 
可 把 f(e,,,) 写成 下 面 形状 


£r 
P (2) (3) 


+> > + Quy ly z (*) 


are 


注意 到 f(c,,,) ERBIN R EEREN, ACE f(e。,) 的 表达 式 中 
(1) (2) (3) 
eL, 的 系数 必 是 1. 当然 在 上 式 中 》1 . ST MY 中 不 排除 有 同类 项 . 


今 证 (2) HY- = 0. 设 在 (* ) 中 出 现 的 -se v B er e 外 的 全 体 
为 S, 而 S 生成 的 子 环 为 A .由 上 面 的 讨论 知 A BSH, 即 有 自然 数 n 
EA” = 0. 578 XC fCe,, 2)" 的 展开 式 中 的 项 .它们 都 是 从 {e. .i US 
中 任 取 n 个 (可 重复 ) 所 作 的 乘积 . 注意 到 A" = 0, 以 及 RI 中 的 乘法 规 
JU, 易 知 (了 (e,,;))” 中 不 为 零 的 项 必 含 e,.,,' 作为 因子 , 故 只 能 有 以 下 三 


(1) (2) 
其 中 4 BG S PT BRAS) 中 .但 (F(es D" = fler 2) TI Slez) P 


上 述 类 型 项 恰 组 成 除 > 以 外 的 项 , 故 得 >\， = 0. 

下 面 是 本 短文 的 主要 结果 

定理 1 设 I= {I, 志 ,1 =|, < ERRIRE, R JEDE — REESE 
TH, W RI — RI SERKIS. 

证 明 ， 当 了 二 了 时 ,显然 有 RI ORI. 

下 面 设 f 是 RI 到 RI 的 同 构 对 应 .由 上 引 理 的 证 明 中 知 了 诱导 出 

RI/N = PRe,, > RI/N = DRE. E 
的 同 构 对 应 了 且 对 任意 x € IAS (2,,,) = 元 -作对 应 0:z | x. E 
见 9 是 集合 I 到 1 上 的 一 个 一 一 对 应 . 

Sik 0 保持 关系 过. 着 x < y, x,y EI DRE e, € RI, Mle, .- 

RI * e,,, 5 0. 0(z) = x',0(y) = y, 则 由 引 理 及 其 证 明知 
flesz) © RI + fley,y) 


(1) (2) 0 (2 
= (eet Sree Bree t DD) 
a) 0  Q) 

RI (ey, y t gener. y t Mee m' 十 2 MEDI 
这 样 必 有 在 f Cou 2) 中 出 现 的 ea’, b MES, ,) 中 出 现 的 ei y 使 。 y 
RI exv g FO. 

Ë ex, x © RI + ey, y £0. WẸ eyy € RI; 

Ares, RI + er,y #0. WA ery € RU, BW es y = err 
ej, i.ey, y € RI. 

其 余 的 七 种 情形 , 由 类 似 的 计算 都 必然 得 ey C RI'. 这 说 明 在 I 
中 有 zx < y. 

上 述 证 明 方 法 对 由 偏 序 集 1 所 确定 的 下 面 两 类 环 也 是 适用 的 . 我 们 
仅 叙 述 定 义 和 结 果 而 略 去 证 明 . 

定义 3 WRT 中 具 最 小 元 a 和 最 大 元 b 的 有 序 子 集 a = (a,…， 
b) ARC), x E I, REIR EK, alb) 称 为 a 的 始 ( 终 ) 元 而 (xz) 的 
始 元 终 元 都 是 xz. 设 RIIT]* 是 以 I 的 一 切 广 义 路 为 基 的 自由 R - ROM 
定 它 的 一 个 乘法 , 为 此 只 需 规定 广义 路 a. p FRR a+ 8 = a U B, 如果 
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a 的 终 元 等 于 8 的 始 元 , 否则 规定 a. 8 = 0. 易 见 R[I]” 是 一 个 结合 环 ， 
称 之 为 偏 序 集 了 的 广义 路 环 . 称 了 的 一 个 有 限 有 序 子 集 为 路 .了 的 所 有 路 
在 环 R[I]* 中 生成 的 子 环 , 记 作 RU] 并 称 之 为 1 的 路 环 . 

定理 2 BRR BEREICH, IAL ERR, WA 

(1) 广义 路 环 R[I]* — RIV )* 4BRSI—T; 

(2) EI RII] — RUY] SERS Ir. 

把 偏 序 集 解 释 为 有 向 图 , 则 上 定理 中 的 (2) 可 由 [4] 中 定理 直接 得 
tH, 但 这 里 的 证 法 较 简 单 , 直接 . 
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偏 序 集 代数 的 同 构 问题 


Isomorphism Problem of Partial Ordered 
Set Algebras 


Liu Shaoxue 


(Beijing Normal University ) 


Abstract Let I, I’ be arbitrary partially ordered sets and F be a field. 
We introduce generalized path algebra, path algebra and partially ordered 
set algebra of I over F. In this paper we give the positive answer of 
isomorphism problem for these classes of algebras i.e. isomorphism of 
algebras of the same type, for example FI — FI’, induces isomorphism of 


corresponding partial odered sets I and I’. 
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G -分 次 环 与 G - 集 的 冲积 


Smash Products of G-Graded Rings With G-Set 


(SMASH PRODUCT) '? 


摘 X 对 任意 群 G,[1] 中 研究 了 G - 分 次 环 与 可 迁 有 限 G- 集 
的 冲积 .在 本 文中 我 们 对 任意 可 迁 G - BA, WET G- 分 次 环 RR 与 G- 集 
A 的 冲积 ,从 而 推广 了 [2][3] 中 给 出 的 关于 G - 分 次 环 与 群 G 的 冲积 的 
主要 结果 . 

关键 词 ” 群 分 次 环 、.G - 集 、 冲 积 、 对 偶 定理 


一 、 基 本 定义 


在 本 文中 , G 表示 任意 (有 限 或 无 限 ) HR 表示 任意 有 单位 元 1 的 
G -分 次 环 , BAR =O,¢cR,( MRAM) HRR, C RA, Vg, Ah €G. 
G -分 次 环 R 上 的 分 次 左 模范 畴 记 作 R -gr .关于 群 分 次 环 , 模 的 基本 性 
质 均 参看 [4]. | 

设 4 是 G- 集 , 即 有 映射 (G YEA 上 的 作用 ):G x A 一 A 满足 条 件 : 
g(ha) = (gh)a, Vg,h € G,a E€ A Rea =a, yaEA, 其 中 e 是 群 G 
的 单位 元 , 易 知 任意 G- 集 4 都 是 可 迁 G- 集 ( 即 对 其 中 任意 两 元 素 x,y, 
BA g € G 使 gx = y) 的 并 集 , 因而 我 们 将 局 限于 只 讨论 可 迁 G- 集 . 同 
样 易 知 : 任 一 可 迁 G - RAT G 的 某 个 子 群 H 在 G 中 的 全 体 左 陪 集 
G/H = |\oH,i€ I| BAAR G-E, Plo, i c IL ZHTEG 中 的 
左 陪 集 的 一 个 完全 代表 集 , H EG 中 的 指数 可 为 有 限 或 无 限 . 这样, 在 以 


* 1989 年 11 月 16 日 收 到 ,1991 年 10 月 4 日 收 到 修改 稿 . 
p 国家 教委 博士 点 基金 资助 项 目 . 
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后 的 讨论 中 总 把 G - SSEMEG/H = lo;H,i€ Il. 

设 A 为 G- 集 .G -分 次 环 R 上 的 模 M 称 作 A 型 分 次 模 , 如 果 M = 
CQ, e AMa OE ERI) BA RM: C Mu, Vg € G,a EE 有 A.A 型 分 次 模 M 
到 A 型 分 次 模 NN HAS 称 作 A 型 分 次 同 态 , 如 果 9(M,) S Na, 
Va € A. R 上 的 所 有 A 型 分 次 模 与 它们 之 间 的 A 型 分 次 同 态 作成 的 范 
BIEC, R) - gr( 参 看 [1]). 

下 面 给 出 G -分 次 环 与 任意 可 迁 G - 集 的 冲积 (Smash Product) KE 
义 ( 参 看 [1] $2). 

定义 1 KG 是 任意 群 ,R 是 G -分 次 环 .G/H = loH,i € I| Æ 
任意 可 迁 G- 集 .对 任 一 oH SL ARES P, UIP. i € ILS B BIET EAE 
HH R-ÉREG/H -QiciRP,u, HER PERE: 

[apon) (Pon) = J) abaz 
(BRAT REBT R #G/H EX), HH a,b ER, b= 2) cub M 
b, € Rs #IUR) 的 g -分 量 .由 于 G/ 互 是 可 迁 的 , 故 总 有 geE G figo, H 
=oH.CATARAART b, FAS, 故 上 式 右 侧 中 的 求 和 式 是 合理 的 . 
直接 验证 知 , WH R # G/H 在 上 述 乘 法 下 作成 一 个 结合 环 , 称 之 为 R 与 
G/H 的 冲积 . 

为 了 简单 , 以 后 把 元 素 Pua 和 1. Poy WEEP, . 

虽然 当 G/H 无 限时 , I R #G/H 中 没有 单位 元 .但 容易 验证 | P, ， 
i € IL JÉ RHG/H 的 正 交 具 等 元 集 , 且 溃 积 尺 #G/H 局 部 地 具有 单 
位 元 . 

HRH = je] MG/iel = G 时 ,上 述 R 与 G~ 集 G 的 冲积 与 [3] 中 
定义 的 RR SRG 的 冲积 是 一 致 的 , 因而 R 与 G- 集 的 冲积 是 R 与 群 G 的 
冲积 的 一 个 自然 推广 . 

下 面 将 把 环 R# G/H 中 的 元 素 用 和 矩阵 来 表示 ; 从 而 使 该 环 具 有 某 种 
矩阵 环 的 形式 , 这 使 得 其 中 运算 具有 和 矩阵 运算 的 形式 , 很 是 方便 . 

将 用 re 表示 Re 中 的 元 素 . 当 是 G 的 子 集 时 , 令 R* = 2) LR, 

HR#G/H 中 的 乘法 定义 知 
Crgra)P,, 当 ho H = oH 


0, 其 他 情形 
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(rePs) (np, ) = 


所 以 


c RP, , E h,H 一 o;H 
EXAL o 


= 0, 其 他 情形 
故 有 
(Roomi P, ) (RP, [eet Mi-l 
= 0, 当 ) 关 1 


将 环 R # G/H 表 成 如 下 加 群 直 和 的 形式 ， 
R#G/H = i + RY, P, + RMP, 
+ RM: P, + pet P, 十 RP, 


< + Ra, P, 4 RP, P, + RAP P, 


这 样 环 R#G/H 中 任 一 元 素 z 可 唯一 地 表 成 :z = D, ery 其 中 
xy ERM, P, ,VY i,j € 工 .利用 上 面 的 乘法 规则 可 直接 验证 
$: x= X rjrj) a per(I xX IE) 
是 环 同 构 对 应 
R&G/H ~ (RPS Pa) o pena 


后 者 是 由 所 有 在 (i, j) 位 置 上 取 加 群 RM, P， 中 元 素 的 1 x I 矩阵 (其 中 
只 取 有 限 个 系数 非 零 ) 的 全 体 关 于 通常 矩阵 的 加 法 乘法 作成 的 环 . 另 一 
方面 易 见 有 环 同 构 ， 
( Re, P, Je MEME ~ ( Rote,’ ) une rb 
其 中 右 侧 矩 阵 环 的 定义 与 左 侧 的 一 样 , 这 样 便 有 
R#G/H = (RH, ) (i,j) IxI- 
这 就 是 我 们 所 需要 的 冲积 的 矩阵 表示 , 今后 将 用 矩阵 环 ( 简 记 


MEURE, ) 来 代替 冲积 尺 # G/H. 


二 、 主 要 结果 


下 面 定 理 把 G -分 次 环 R 上 的 G/H 型 分 次 模 转 化 为 环 R#G/H 上 
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定理 1 #R(G/H,R)- gr SBR S G/H - mod( 指 所 有 满足 
(R#G/H)M= M 的 左 R#G/H — RM 组 成 的 范畴 ) 是 同 构 的 . 
R#G/H - mod  (G/H,R) - gr. 

WEAR £EHK(G/ H, R) - gr PREM, 则 依 定义 有 M =@ie Mou (WM 
群 直 和 ) AR, Ma C Ms.oa. 作 Tx1 和 矩阵 ( 即 以 了 中 元 素 命名 行 ) 加 群 
M. = ( Mens Mou» MoH» eE 
( 即 在 (i,1) 位 置 取 M, ju POOR, 而 每 一 了 x 1 矩阵 中 只 有 有 限 个 系数 非 


零 ) SUE REG/H = (R, ) 与 M ,之 间 的 乘法 为 通常 1 x [矩阵 与 7 
x 1 矩阵 的 乘法 , 而 矩阵 系数 之 间 的 运算 则 按 R -EM 中 的 运算 进行 . 易 
知 此 时 M TEBL—IERSG/H -@AA(R#G/H)M,. = M,. 若 了 : 
M 一 N 属于 (G/H,R) - sr, 则 它 自然 给 出 M. 到 N ,的 对 应 f, (= 
f). ERRETA f. 是 R#G/H - 模 同 态 , 且 
( ).: (G/H,R)- gr— R#G/H - mod 

MM. 

fef. 
是 加 法 共 变 浮子 . RZ, RN € R#G/H - mod, M N = (R#G/H) 
N = Qc; P, N.N" =N = 四 ;eriNoa( 加 群 直 和 ), 其 中 No 一 P,N. 
规定 R 与 N* 之 间 的 乘法 为 


Fg . NaH = (rePs | mens Tg € Ry; No H c Nou 
再 依 线性 扩张 之 . 因为 
(rePo,) non = (1Pgp) ( r oH À neH) C N go 


故 N" € (G/H,R) - gr Ég : N- MWTREG/H - mod, $ g* = 
g Wg" :N'-M'JRT(G/H,R) - gr. SRE 
( )': R#G/H - mod (G/H, R) — gr 
NN” 
geg’ 
是 加 法 共 变 函 子 , A 
(M.)' = M,(f.)" = , VM,f € (G/H,R) - gr, 
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(N'), = N,(g'). = g, VN,g€ R#G/H -mod， 
所 以 (”), SC )* RABAT. 

下 面 我 们 给 出 类 似 于 Cohen-Montgomery 对 偶 性 定理 (参看 [2]) 8955 
果 . 先 述 一 个 将 用 的 

定理 2 ( 见 [3], 3182.1) > R 是 环 ,不 一 定 有 单位 元 .着 R 有 一 个 
完全 和 矩阵 单位 系 | e;, ,i,j € I}, WA 
Ci,k, M j =l 
0, 当 j 关 1 
Vi, j,l,k € I, W R = Sn. EF S = eiiRe11,1€1 而 S11 表示 系数 
RA S 的 所 有 I x 了 矩阵 ( 即 以 I 中 元 素 命 名 行列 且 只 有 有 限 个 系数 非 零 
的 和 矩阵) 组 成 的 矩阵 环 . 

定理 3 设 S 是 有 单位 元 的 环 , 群 G 作用 于 环 $ E, 即 有 和 群 同 态 p : 
G -> Aut S. RHEI S x G, MERU G 为 基 的 左 自由 S - 模 , 其 乘法 为 
(sg)(th) = st® gh,s,t €E S,g,h € G. 对 G- 分 次 环 S x G, RNA 
(S* G)# G/H = (S*H)igun. 

证 明 : 令 ei,; = 1(oio7 ) P, . 今 证 |ei,j,i,j € IL RÉ(S* G)#G/H 
的 一 个 完全 矩阵 单位 系 . 首先 有 
eij * El,k = (195; )P, * (1094) Po, 


R = J,e; Rejj Hei, jeri = 
i, JEI 


(1e; )(1o4 ) P,, = (Loak) Po =e, j=l 
0, M jzi 
另 一 方面 ,我 们 有 : 当 *ES,sgEG 


(sg)P,, “4 goH = oH 
eji" (sg)P,, = (1e) P, , (sg) P,, — | 


0, ”其 他 情形 
(sg) Pa,» 当 有 = 1 
(DP. ens = Ge)P GP, = | 
| 0, 其 他 情形 


所 以 (Sx*G)#G/ = 2,60 x GUEG/H + ej;;. 这 样 环 

(S*G)#G/H 有 一 个 完全 和 矩阵 单位 系 , 依 引 理 2 得 : 它 同 构 于 和 矩阵 环 

Sicim Ro, = 61€ LB S'— e i((S* G)# G/H), —S*H. 

上 面 定理 是 讨论 先 作 和 斜 群 环 后 作 冲 积 的 情形 . 还 有 一 种 情形 是 先 作 

冲积 再 作 斜 群 环 , 为 此 我 们 需要 定义 群 G 对 冲积 R#G/H 的 作用 . 自然 
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的 定义 是 : (>P,p)s = (P'on) RIAR G 是 不 交换 时 , 一 般 言 , 它 不 
是 环 的 自 同 构 (不 保持 乘法 ). 这 是 下 面 定 理 只 考虑 G 是 交换 群 的 原因 : 
当 G 是 交换 群 时 ,定义 (rP,a)s = (rPeunp)， 直 接 验证 知 ， 它 是 环 
R#G/H 的 自 同 构 而 得 G 到 该 环 上 的 作用 KOT ER 
(RE G/H)*G. 
定理 4 B G 是 交换 群 , 按 上 面 定 义 群 G SIRHG/H 上 的 作用 .我 
(IT CR # G/H) * G = Sym), XP S De (RIS P, * eH). 
WB). $ ei,; = (1P。) * ciloi 而 来 验证 |e,j,i,j € I} BH 
(R#G/H)* G'PÉ]—T 50S BEER NEA. BE IU 
eij eri = (1P, * aile) (0P,, * og'o) 
= GP.) Peo doa) * 07 80% 6i 
(1P,)x*oio = ej, Mj = k 
0, jk. 
为 了 验证 
(R#G/H)* G =@),,¢:,;° (R#G/H) * G >: ej, (1) 
BANTAM Ah EH, g € G,e 是 G 的 单位 元 而 用 xr, RRR, 中 的 
元 素 ,有 
ei iC Cras P, ) *g)- (1P, *e)* (Crzas IP, ) * g) 
= (P, )u ros P, ) * eg 
= (rapo "Po ) * g 
最 后 一 个 符号 是 因为 oH = 0 ho;1， ojH .这 样 , e; ， ER; P, * G 的 左 
单位 元 . 另 一 方面 , 令 g' oH = oH( 这 在 下 面 第 二 个 等 号 中 用 到 ), 有 
(CrP,) * g)eii = (CrP, ) * g)(1P, * e) = GP,)(1P,) * ge 
(rP, ) * g. 
所 以 ej, ; ERP, * g, RP g + oH = oH 的 右 单位 元 .注意 到 
(R£G/H) * G «Qu; RP, * g, 
故 得 (1), 依 引 理 2, 有 
(R#G/H)*G= Sicp), 
其 中 , AR o, = e(G 的 单位 元 ),1 € I, 则 
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Sc eai: ((R#G/H)* G) eui =@j,g( RO P, * g) eii 
= @jennen(R™ P, * ajh) -GjR P, «gH. 
现在 我 们 回 到 一 般 情 形 , 即 群 G 可 以 是 不 交换 的 . 由 冲积 的 矩阵 环 
表示 , 有 
R4 G/H z (R5; i » Queu( R5 )rxf( 加 群 直 和 ) 


E4(RSG/H), = (RY ),,, W 

(RS G/H) =QDren(R# G/H), 
H(RHG/H),* (REG/H), C (RSG/H)a, 
Hipp, EH 中 任意 元 素 . 这 样 环 尺 # G/ 瑟 自然 地 可 解释 为 群 互 -分 次 
环 ( 没 有 单位 元 的 ). 如 果 说 G- 分 次 环 R SEG 的 冲积 R 4 G 是 完全 的 非 
分 次 化 , WW G -分 次 环 R 与 G -和 集 G/ 昌 的 冲积 R # G/ 晶 是 部 分 非 分 次 化 ， 
即将 G -分 次 环 R 转变 成 万 -分 次 环 R S G/H, WER H ÆG 的 子 
群 .下 述 定理 给 出 了 非 分 次 化 过 程 的 一 种 传递 关系 . 

定理 5 设 互 , 氏 是 G 的 子 群 且 K CHCG. 令 G- 集 G/H = loH, 
i € II, H- &H/K = {6,K,1 € PI, 因而 G- 集 G/K = {o6,K,i €l, 
l € PI. BV R(RSG/H)SH/K—RESG/KCEIBDEX R3 G/H 时 并 
未 用 到 R 中 单位 元 , AM R#G/H)+H/K 是 有 意义 的 ). 

iz: + 

$: (R#G/H)#H/K ~>R#G/K 
(rP, ) Ps, FrPos 
再 依 线性 扩张 到 整个 环 上 去 . 显然 上 是 加 群 同 构 . 为 了 验证 #$ 也 保持 乘 
法 , 我 们 计算 如 下 ;r,s € R; i,j €E 1; l,m € P; 当 z 是 群 二 -分 次 环 
中 的 元 素 时 , 用 x,, :1 € T, SER x 的 : - 齐 次 分 量 . 
(CrP, ) Pa.) + (GP, Ps.) 
= ` (COP, ) GPe )h ) Ps, 


= Aj (OP, )(sejp0;'Po,)) Pa, 


ll 
M 


(rss hs) P, ) Pa. 
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^ ( ( T5588 o )P, ) Pa , 


we K 


在 计算 第 三 个 等 号 时 我 们 用 到 » € 互 . 另 一 方面 ， 


( rP, 5 ) (Pas )= M (rs; ) Pos 
1 jm ZeG B im 
oK = go, K 
=> (rso5u8's) Pos» 
w€K dii 
故 得 $ 是 环 同 构 . 


既然 由 G - 分 次 环 R( 有 单位 元 ) 可 得 到 另 一 个 日 - ARH 
R # G/H( 一 般 没 有 单位 元 ), HREN: AE R -gr HIR S G/H -gr 之 间 
有 什么 关系 . 易 见 , 当 G/ 晶 是 有 限 集 , MZR # G/ 囊 是 有 单位 元 的 五 -分 
次 环 , 则 由 前 面 定 理 了 及 其 推论 和 定理 5 可 得 

R#G/H -gr = ((R#G/H)#H) - mod = R#G - mod, 
R -gr — Rt G -mod 

MA R -gr 二 REG/H-gr, 5 G/H 是 无 限 集 时 ,我 们 也 有 同样 结果 ,为 
此 需 将 定理 1 推广 如 下 . 

定理 6 设 工 是 G -分 次 环 (不 一 定 有 单位 元 ) ill, € IL JE T 
PIERS ICR, 且 是 完全 的 ( 即 了 = 2), LT), WA T - gr = 
T # G-mod( 对 没有 单位 元 的 环 S RRS +> M = M 的 模 M). 

WEAR; 由 于 T = ITA, 

THG -QéiELOTI1,) P, MEA) 
而 其 元 素 x 可 唯一 地 写成 x = >) üugu)P, S 
AMirIxcl = (Tag obe) (ix jixg)e IXG)XCIXG) 
后 者 表示 以 I x G 中 元 素 命 名 行列 , 在 (i X h,j x g) 位 置 上 取 加 群 
1;T4,711,P, 中 的 元 素 而 得 到 的 所 有 和 矩阵 (只 有 有 限 个 系数 非 零 ) 依 和 矩阵 加 
法 乘法 作成 的 矩阵 环 . E BREST 
$: TE G > Mie 
a = P474) P, 9 (LaautlP,) 
直接 计算 知 $ 是 环 同 构 . 另 一 方面 , 我 们 看 到 在 矩阵 的 系数 中 出 现 的 P, 
只 起 定位 作用 而 在 矩阵 的 运算 中 丝毫 没有 作用 , 故 可 得 环 同 构 
Mirxcl > OUT 113) Gixa,jxg)€ UxG)xUxeG) 
(14,,71,;P,) -(12,71;) 
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故 有 

人 下井 C 一 (1; T4411; ) (ix, jxg)e (IX GYxCxG) 
这 样 我 们 得 冲积 TH+ G 的 矩阵 形式 ,下面 利用 它 建 立 T-gr MT # G- mod 
Ne) ES [TTA BR TF. 

RRM € Tgr, 则 M =@,.M,. FII M = TM RT = 2, LT, f8 
M = @,,,1:M,.* 
C da: T-gr — T $t G- mod 
M >M « = (liMjüxgDeuxoxil 

f: | M—N'-f,-fi:M.--N,., 
其 中 M. 是 所 有 列 向 量 , 在 (i X g, 1) 位 置 上 取 1;M。 中 元 素 所 作成 的 加 
群 , 工 #G MM, 的 模 运 算 定义 为 (I x G) x (I x G) 矩阵 对 (I x G) x 
(11 矩阵 乘法 而 系数 间 的 乘法 依 代 -~- 模 M 的 模 运 算 进行 ，f，= 了 的 意 
XJ. 


popie || 


f° (mQuaxoxui = (Ff img) a«oxui 
直接 计算 知 ( ), REIEASEIIIEPR T. 
男 一 方面 , 取 N € TIT#G-mod. 利 用 工 #G 中 的 完全 正 交 大 等 元 系 
IP, i € Ig € GIN -Q PN. 
( )*, T € G- mod 一 T-gr 
NPFN” = N =Q@,(N'),, 其 中 (N"*), 2QGOÍBN, 
h: N—Mb&h' =h:N* >M" 
RPI THN” 的 横 运 算 定 义 为 ; tre (1;Ps)n = (51) Pn, XE t, 
€ Ti,n € N,h € G. 由 于 有 左 单 位 元 >) 1, ARM), K 
((t,1,)Pg)n = (O11) 61) Pan = (( 2)1;)Pis: C41) P4) 
= (EJLI)P,, © (51)P, * n) € (N*), 
BP Tae (N) SEN ag, 故 NETer. 直 接 计算 知 ( ) 是 正 变 加 法 
KF, AA 
(M.)'-M,.,(f.) = VM, f € T-gr, 
(N*) =N, (h*). =h, VN, h € T € G- mod 
RUC ). SC )* 是 互 逆 的 同 构 函 子 . 
有 了 定理 6, 再 重复 在 它 前 面 的 讨论 , EB 
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定理 7 R 是 有 单位 元 的 G -分 次 环 , 互 是 群 G 的 子 群 ,把 R#G/H 
AR H- RKR, WME R #G/H-gr = R-gr. 

把 定理 1 和 定理 7 放 在 一 起 , 使 我 们 具体 地 看 到 同一 个 环 R 4$ G/H 
的 模范 畴 与 其 分 次 模范 畴 之 间 的 差别 . 对 G - 分 次 环 RR 与 其 冲积 
R#G/H( BEX, 或 看 作 H - 分 次 环 ) 之 间 其 他 关系 , 例如 它们 的 
Jacobson 根 之 间 的 关系 , 我们 将 在 另 文 讨论 . 
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在 中 国有 关 根 论 的 最 近 研 究 工作 


Recent Research Work on Radicals in China 


From 1978, we resumed the research work on ring theory and 
introduced some young algebraists to work on radicals. Here I would like to 
give a brief introduction to some of these works so as to give a general idea 
of the research work on radicals in China. 
1.Structure Theorems of rings 

Wedderburn-Maltsev structure theorems of finite dimensional algebras, 
as well known, occupy a central position and E. Artin has given an 
excellent generalization. There is another way for their generalization, that 
is, to extend these theorems to locally finite algebras. It is proved in [28], 
[29], [30] that we also have structure theorems of Wedderburn-Maltsev 
type for locally finite subideal (associative, alternative, Lie and Jordan) 
algebras, where the locally finite subideal algebra is defined to be an algebra 
which has a local system of finite dimensional local subideals, that is, finite 
dimensional subideals each of which is an ideal of every subalgebra generated 
by a finite subset of the algebra and itself. We proved these theorems once 
for all the four classes instead of proving them separately. 
2.Concrete radical constructions for rings 

It is natural to generalize concrete radicals of associative rings to some 
important non-associative rings. In [27] the existence of the Levitzki radical 


for Lie rings with Engel’s conditions and for Jordan rings has been 
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established.For the case of Jordan rings,this result was proved 
independently by E. K. Zhevlakov [50]. 

In 1966, Sulinski, Anderson and Divinsky raised an interesting problem 
of finding a class L'” of associative rings such that the lower radical 
construction for L(™ terminates at exactly n + 1 steps. In [17] Guo Jinyun 
has found such examples. Let F be the field of p elements, T = (x) be the 
ideal generated by x in the ring F[ x] of polynomials. T has an accessible 


subring (subideal) B(n) of the form B(n) = la(x) + B(x) € Fl[x]! 


where a( x) is of the form ^ a,r" and B(x) of the form 
s=1 


f 
>) Bt” *'.Take K = {B(n),Z°}, where Z^ is the zero ring of the 
t=0 


infinite cyclic group and let P be the set of all rings A having a homomorphic 
image $(A) satisfying B(n) C (A) C T. Then L' = ((K?** \PU 
K("?| is the desired class of rings for every n >= 3( K(? * " denotes the lower 
radical determined by K‘”?. 

After this work was done, we noticed that K.Beidar had also given 
examples for this problem [1]. 

F.A. Szasz raised the problem of whether the class of biregular rings is 
a radical class ([32]). In [18], Guo has found an example to show that this 
is not the case. Let F be a field, A, = F and A; = F, for some n => 2,for 


all i = 2.In the ring 


fa) 0 … 0 
eo 0 TP 0 
A= ÍfE IA; | fi) = 


for all but a finite number of i’s} . 
B = {fA | f(1) = 0} is the maximal biregular ideal of A and A/B œF is 
also a biregular ring. 
3. Characterization of ring-radicals by classes of modules 
Andrunakievich and Ryabuhin have given module-theoretic 


characterizations of radicals and special radicals. Zhou Yiqiang and Li Huishi 
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have done the work for supernilpotent radicals along the same lines ([24], 


[51], [52]). They introduced the more general concept of a general 


SEE up at 


property of modules and a general class of modules. 

A property E of modules (an A-module with property E will be called 
an A-E module) is said to be a general property, if E satisfies the following 
conditions; 

(E 1)If M is an A-E module, then M z£ 0 and xA Æ 0 for every 0 Æ 
xE M; 

(E 2)If M is an A-E module, B is an ideal of A and MB =Æ 0, then 
M = M/N is a B-E module, where 
N= ix € M | xB = 0. And in this case (0:M),4 = 0 implies 
(0: M)g = 0; 

(E 3)If B is an ideal of A, M is a B-E module, then MB is an A-E 
module and (0: MB), f| B = (0: M)g; 

(E 4)Let T be an ideal of A, A = A/T x0. Then every A-E module 
M with MT = 0 is an A-E module with scalar multiplication: ma — ma, 
m € M,a€ A. 

A class M = UM A of modules is called a general class of modules with 
respect to a general property E, if M satisfies the following conditions: 

(M 1) If M € Ms, then M is an A-E module; 

(M 2) If B is an non-zero ideal of A, M € My and (0: M)4 = 0, 
then M = M/N € Mp, where N = {x € MIxB = 0}; 

(M 3) If M € Mg and B is an ideal of A, then MB C M4; 

(M 4) If T is an ideal of A and A = A/T x 0, then M € M, and 
MT = 0 (as in (E4) M may be considered as A-module) imply M € Mz, 
and conversely M € Mz, (as in (E4) M may be considered as A- module) 
implies M € Mag. 

A ring A is called an E-ring with respect to a general property E if A has a 
faithful A-E module. A class K of rings is called a E-class of rings if K satisfies 
the following three conditions (1) K consists of E rings; (2) K is hereditary; 
(3)if A has an ideal B € K such that Anna B = 0, then A C K. 
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Zhou Yiqiang and Li Huishi established the connection between the 
upper radical class determined by an E-class of rings and the general class of 
E-modules in the following two theorems (M( A) denotes f| (0:M)A | M 
€ Ma): 

Theorem A. If M is a general class of E-modules and R(M) = {rings 
A |IM(A) = Al, S- lrings A | M(A) = 01, M(M) = {rings A! JM 
€ M, such that (0; M)4 = 0}, then 

1. M(M) is an E-class of rings, 

2. R(M) is the upper radical class determined by M(M) and R(M) is 
hereditary, 

3.S is the R(M)-semisimple class of rings and for an arbitrary ring 
A,A € S if A is a subdirect sum of rings taken from M(M). 

Theorem B.If K is an E-class of rings, then there is a general class of 
E-modules M = U Ma, where 
Ma = {A-modules M | A/(0:M)4 € K)}, such that K = M(M). When 
specializing to the semiprime module property these theorems provide a module 
theoretic characterization of supernilpotent radicals. (An A-module M is called an 
A-semiprime module if (1) M #0 and xA ~ 0 for every 04 x € M, (2)if x 
€ M and lis an ideal of A, then zI” = 0 implies zI = 0 for every n 1). It 
also has been proved that the property of being a prime module is a general 
property. Other general properties are given in [24]. 

Li Chuanhe has proved in [22] the analogue for hereditary radicals and 
hereditary classes of modules,the latter being defined to be classes 
M = UMa of modules satisfying the following conditions: (1)M € Ma, 
then MA # 0;(2)(M4);(3)M € Mg if M € Ma and MB £ 0 for every 
nonzero ideal B of A; (4) If M € Mg, then there is an M € Ma such that 
B N (0: M)4 = (0: Mg for every nonzero ideal B of A. 

4. MHR-rings 

MHR-rings (rings with minimal condition on principal right ideals) are 

generalizations of Artinian rings. Xi Changchang, Zhu Xiaozhang and Cai 


Changren have done some work to solve problems concerning MHR-rings 
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posed by Szász in [32]. They proved that every subring of a nil MHR-ring is 
a nil MHR-ring, that every nil subring is locally nilpotent and that every nil 


MHR-ring is a Z-radical ring ([36], [53]). These results solve problems 


Sebo it 


29,43 and 37 in [32], respectively. Moreover, the same authors gave the 
following example to solve problems 30 and 48 of [32]: 
Let F be a finite prime field, A an algebra over F with base X = |e; 
| i,j € N,i > jl and multiplication given by the equations 
Cij kl = ORE 
where ð; is the Kronecker-delta. It is shown that A is a nil MHR-ring with 
an infinite descending chain of principal left ideals 
(e >D (e >De 
((e,; > denotes the left ideal generated by ey). 

In [53] it is also proved that B = |x € A | xA = 0} is a non-trivial 
quasi-modular right ideal of A;A contains no maximal quasi modular right 
ideal since A is nil and hence contains no modular right ideals. This shows 
that B cannot be embedded into a maximal quasi-modular right ideal and 
solves problem 48 of [32] negatively. 

5. T-rings 

There are four concepts of nilpotency in I'-rings and it is interesting to 
study their interrelations. Chen Weixin and Guo Yuanchun proved that any 
of the following conditions is sufficent for every strongly nil subring of a 
[| ring R to be strongly nilpotent. 

(1)Maximum condition for strongly nilpotent subrings; 

(2) Ascending chain condition for strongly nilpotent subrings; 

(3)Noetherian conditions; 

(4)Goldie's conditions; 

(S) Ascending chain conditions for both left and right annihilators; 

(6) Ascending chain condition for left zero-divisor ideals, where a left 
zero-divisor ideal is defined to be a left ideal I of R such that I-Dx = 0 for 
some x € R; 


(7) Almost Noetherian condition for left ideals, that is, there is a p € 
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N such that ( RPD)?L; € L, for every ascending chain 
LICL 
of left ideals of R. 

(8)Almost Artinian condition for left ideals, that is, there exists a g € 

N such that ( RD)5L C L; for every descending chain 
L,2LózÉee 
of left ideals of R. (L10], [19], [49]) 

In [12], [13] Chen even proved the following stronger results: 

If a I-ring R satisfies one of the following conditions 

(1) R is Goldie 

(2)R is Noetherian 

(3)has the ascending chain condition for left a-zero divisor ideals 
l(y)-iy € R | yey = 0] then every nilsubring of R is strongly 
nilpotent. | 

Chen has also proved the existence of the Von Neumann regular radical 
in [-rings and weakly T',-rings and investigated properties of this radical 
([8], L11]). 

In [43] Xu Zhongming has generalized Jacobson's density theorem to 
primitive I'-rings. Applying his theorem to Artinian I-rings, he gets the 
following result: 

Let A be the right operator ring of a F-ring R, then R is a simple and 
right Artinian I-ring if and only if A is a simple right Artinian ring and 
Ag(R) = Iz € R | RYz = 0} = 0.In [42] Xu extended classical 
structure theorems to right Artinian [-rings. 

6. Other generalizations of rings 

In [39] Xu introduced the concept of a I-hemiring defined as two 
Abelian semigroups F and S with zeros together with an operation Szr xS 
> S(x,a,y)- xay € S satisfying: 

(1)(xay)fg = xa(yfz); 

(2)(r + y)az = raz + yaz,x(a + f) y = xay + xy; 


(3)xay = 0 if and only if any of them is zero. 
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Following [2], [3] Xu defined a Jacobson radical J(S) and the 


semiradical o ( S) of a T-hemiring S as follows:a right ideal I of S is said to 


aA 


be right quasi-regular if for any i1, 12 € I and any a € T there exist j1, j2 
€ I such that 
ty + ji + odQaji + i2aj2 = i2 t j2 t 11092 + 1581. 

The sum J( S) of all right quasi-regular right ideals is called the right Jacobson 
radical of S. Introducing an equivalence relation ~ in S as follows:7, ~ i2 iff 
Jx € S such that 44 + x = ij + z,we get a new [-hemiring S* = ix" Ix 
€E Sl,where x ' is the equivalence class containing x,in a natural way (i.e. ij 
+ ig = (4, + 22)", if ai} = (iiai2)” ) and a natural homomorphism 7 from 
the hemiring S to S . Xu called the inverse image 4 (J (S*)) the semiradical 
a(S) of S. He also proved that the right Jacobson radical and the semiradical of 
a l'-hemiring coincide ([39], [40]). 

Wu Pingsan and Ye Youpei studied the Jacobson radicals of near-rings. 


Wu proved that if I is an ideal and at the same time a direct summand of a 


near ring N, then J,(I) = J,CN) N I for v = 0,1, i ([35]). This solves 
problem 7 of G. Pilz [31]. In [46] Ye proved that J,(Z[ x], +, °) is the 
additive subgroup generated by |z + x° |a € N,3-* al and ix? + x” | 
b € Nl,thus completing the description of J;(F[x], +, °) for fields F 
studied by Clay and Doi in [15]. 
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Introduction For rings graded by a finite group the smash products of 
the rings with the grading groups play an important part in the duality 
theory that allows to relate properties of graded nature to ungraded 
properties.In this paper we propose to study similar topics but for rings 
graded by arbitrary groups and one of the new ingredients we introduce is 
the use of small additive categories associated to the smash products. First 
we derive the duality theorem for actions and coactions in Section 2, then we 
turn to study some properties of the Jacobson and the Baer radical in Section 
3 and we provide some applications in Section 4. These applications center 
around the primitivity or simplicity of the smash product and a 
reinterpretation of the Wedderburn theorem for the small additive category 
associated to it. We have chosen a presentation that makes the material 


adaptable to the case of gradations by G-sets in the sense of [4], because we 
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aim to come back to this case in forthcoming work. 

The use of smash products in graded ring-or module theory, originating 
from a few observations of G. Bergman, is very wide-spread at this moment, 
we hope to have avoided essential overlaps with the recent work of 
a.o. M. Cohen, S. Montgomery [1], C. Nástásescu and Rodino [2], D. Quin 
[5], ..., that inspired us for this paper. We use [3] as a basic reference on 
graded rings. 
1.Preliminaries 

Let G be any group and A a G-graded ring, A — CD, c cA, . The 
category of G- graded left A- modules will be denoted by A- gr;notation and 
terminology stems from [3]. 

Consider M and N in A-gr;we say that N weakly divides M if it is 
isomorphic to a graded direct summand of the direct sum M of a finite 
number of copies of M. We say that M and N are weakly isomorphic in 
R-gr if each one weakly divides the other. A graded A-module M is said to 
be weakly G-invariant if M is weakly isomorphic to M(o)for all o € G, 
where M(o)is the shifted module obtained by taking the ungraded 
A-module M with gradation defined by M(o). = M, for all r € G.For 
M and N in A- gr we let HOMA(CM, N), be the additive group of graded 
homomorphisms of degree o € G and HOMA(M, N) = 由 ,scHOMA(CM， 
N),.The morphisms in A-gr are then given by Hom,,,(M,N) = 
HOMA(M, N),, where e is the neutral element of G. 

Recall Theorem 1.5.1. of [3], p.43:for a graded A-module M, 
ENDA( M) is strongly graded by G(i.e.a ring R graded by G is said to be 
strongly graded by G if R,R, = Ra for all o,r € G)if and only if M is 
weakly G-invariant. We say that M € A-gr is G- invariant if for all c € G, 
M  M(o)in A- gr. 

Consider the matrix ring M,(A) over the G-graded ring A.'This 
matrix ring may be viewed as a graded endomorphism ring of a gr-free 
A- module if we equip it with a G-gradation depending on a set o — 
101,77, 0,1 C G as follows: (M, (CA) (0)), = (Aras 1) y+ If A 1s strongly 
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graded by G then for any choice of o the ring M,(A)(oc)is also strongly 
graded by G and if A is a crossed product. A, * G then for any 6, 
M, ( A)Co)is a crossed product over M,CA,)too. 

A graded ring A is said to be gr-semisimple if A-gr a semisimple 
category i.e.if any M € A-gr is a direct sum of gr-simple objects(being just 
simple objects in A- gr). Thus A is gr-semisimple if and only if A = LI 
CD -e O Lm for some minimal graded left ideals of A; A is gr-simple if it 


has such a decomposition with HOM,(L;, L;) #0 for every i,j = 1,..., 
m , or equivalently if L; = L;(o;,) for some oj € G.A gr-simple ring A is 
gr-uniformly simple if it has a decomposition as above with L; = L;in R-gr 
for i,j = 1,..., m.1f A is gr-simple then A, is only semisimple in general 
but if A is gr-uniformly simple then A, is a simple ring. A gr-simple ring A 
having a G-invariant graded simple object is necessarily gr-uniformly 
simple. Generally a G- graded ring A is said to be gr-uniformly primitive if 
there exists a faithful G-invariant gr-simple module.In particular,if A is 
gr-uniformly primitive and gr-simple then it is also gr-uniformly simple. Let 
us recall the graded version of Wedderburn's theorem as it is given in 
[3]p.47. The G-graded ring A is gr-simple, resp. gr-uniformly simple, if 
and only if A = M,(A)(a) for some graded-division ring A and a e € G”, 
resp. A 之 M,(A)(a) = M,(A) where o = le,...,e] € G^. 

That the gr-uniformly simple rings are exactly the gr-simple rings 
having a G-invariant gr-simple module follows after Theorem in Section 
4(this also makes the terminology in defining gr-uniformly primitive rings 
consistent and adequate). 

We now recall the notion of smash products. Let A be a G- graded ring 
with unit (as always unless otherwise mentioned). We define the smash 
product A 3t G. as the free module (D, c G Ap, with multiplication given by: 
(ap, )(bp,) = ab isps, for g,h € G anda,b € A.It is clear that A #G 
is a ring but without unit when G is infinite. We may rephrase the 


multiplication rule in A+G as follows:for a, € A.,b, € A,, 
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(api) (b,p,) = azbypzif h = yg and (a,p,)(b,p,) = 0 if h z yg. Hence 
in any case (Ap, )(A,b,) C As, . 


Bomb 


The smash product A # G determines a small additive category G+ by 
taking the elements of G for the objects of C and putting Hom(g,h) = 
A aibi .Furthermore we may provide a matrix form representation for 
AiG by considering (possibly infinite)matrices with rows and columns 
indexed by G with Hom(Ah,g)in the (h, g)-position, i.e. A3FG = 
(Hom(h, g)) (4,2) S (Arape) a, o = (Aig) a, e), With matrix addition and 
multiplication,and where every matrix is assumed to have only a finite 
number of nonzero entries. 

We write A+ G-mod for the category of all A 3f G-modules M with 
the property (AdFG)M = M(we consider left modules unless otherwise 
stated), so an M € A dt G-mod may be decomposed as M = z€ Geg, gM, 
where e,,, = 1l,p, in the matrix presentation of A dt G. 


1.1.Lemma The set je,,, = 1.6,,g € Gl isa system of orthogonal 


idempotent in Adt G and A#G = >, c cf hC AHG Jeg, (this says 


that A 3F G has local identities). 


h,g 


Proof Straightforward, using the multiplication rules: 
ej aC aspg) = (1ep,)(azp,) = a,p,if h = xg or 0 otherwise 
(apy )en,n = (arpe) lpn) = azprif g = h,or 0 otherwise 
1.2.Corollary If (A#G)M* = M' then M -QXece, M” 
To a graded A-module M = (D,c GM, we associate the A + G- module 
M = (MA,M,,..., M,...)',using the matrix representation of A dt G 
and matrix  multiplication(on the left)on  M'' . Conversely, every 
A dt G- module N may be represented by (eeN, e, 4N, ..., e 4N,. ...)' 
and we may associate to it the G-graded A-module N. given by N, 
= (Dye ez, ,N and scalar multiplication by (homogeneous)elements of A is 
the one induced in the obvious way by the scalar matrix multiplication on 


N.A graded morphism a : M — M’ in A- gr(hence of degree zero)takes M, 


to M, for every g € G and thus we may view a as a morphism M* — 


— 145  —— 


(M')' ( A3E G-linearity is easily checked) . Conversely an A 3t G- linear f: 
N — N’ defines a graded morphism B: N , — N ,'.So we obtain: 

1.3.Proposition The correspondences MFrM ,N 一 N,,are 
inverse to each other and they define an isomorphism between A-gr and 
A 3t G- mod. As a consequence, the representation type of the G- graded ring 
A is the same as the representation type of A3t G. 
2 . Dualities 

The following lemma, pointed out to us by Luo Yun Lun, may exist in 
some generality in the literature, since we have no reference handy we 
include it here. 

2.1.Lemma Let R be a ring, in general without 1, with a system of 


matrix units |e;,;32,7 € Il,in general with I being infinite, such that the 


following condition holds: R = > 
S = el1 玫 el,1. 


jc ifi Re, j then R= My, ( S) where 

Proof We define a map a: Mj (S) > R, > Sij Ci,j b> >) €i, iSi, je1,} 
and the reader may check all claims. 

2.2.Theorem( Duality for actions) Let S be a ring with unit and G 
a group acting on S by automorphisms, let the action be given by the group 
morphism 9:G —> Aut S. The skew group ring S * ,G is the free S- module 
Sio,o € G} with multiplication: (s4o4)(s505) = 51531 0,0; where s1, 52 € 
$,01,0; € G. Then (S * G)#G = Mic (S). 

Proof We aim to provide a complete system of matrix units i.e.a 
system of matrix units satisfying the condition of the lemma, say |e,,,:g. h 
€ Gtsuch that S = e, ,((S x ,G)3t G)e,, , = S. 

Put ep, = (1* gh !) ph € (Sx G)1tG. 

First it is easy to calculate: 


eg i65, y = (1 gh ph) + (1 * ay") py = (1* gh DO) zy ay ty, 
so if h = x then es,nex,y = (1* gy’) p, = e, y, and if h # x then 
€g,n€x,y = 0. Furthermore for s € S;g,h,k € G we also calculate: 
eg, g (5 * hp, = (1* e) ps * hp, = (s* h)p, if g = hk,and 
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zero otherwise. 


(s*h)pie, g = (s*h)p,(1*e)pg = (s* h)p,il k = g,and zero 


Se bub it 


otherwise. 

Then (S *,G)3tG = > p necte s CS * G)HG en, is easily 
verified and 

e, (CS * 4G) 3E G)e,,, = S follows from:e, ,(s* h)e,, = s*e if 
h =e or zero otherwise. 


2.3.Theorem( Duality for coactions) Let A be a G- graded ring with 
unit. We let G act on A#G by putting: ( >, pe carbe)" = 


^ "- canprg (this is indeed an action by automorphisms) and then we form 


the skew ring( A # G) * G. We obtain:(A#G) * G — Mig (A). 
Proof Multiplication in (AG) * G is given by the rule: 


(Capt) *h)((bp,) * y) = (ap, (bp, x hy = (ap, (bp, !) * hy 
= (abg(zn y!) ba! * hy 
= (aby,!)pa! * hy 

Put es oh = (1.5) * h. 

Now eg, pz xy ^ Cd pg) *h) CA A.) * y) = (1547) * hy = eg sy 
if gh = x(then it equals e,, z too) but it is zero otherwise, hence {eg, gh3 gs 
h € Glis a system of matrix units. 

Next one calculates in a straightforward way: 

er (Caips)* g) = ((1. 5,0) *e)(Caup,) * g) = (au) * g 

if x = kh and zero if x kh; 

((aipy) * g)e,, = (Cau) * g) Cl pag) * e) = Cau) * g if x = 
hg and zero if x Æ hg. 

From these equalities one easily obtains the fact that |ej,4í,:g, h € 
G lis a complete system. Furthermore we may calculate e, .((A#G) * G) 
Cee = 24 cc Agha) * g = B.If we define a : B— A, (rp; ) * gtr, 
then a defines an isomorphism and then the claim has been established. Let 
us just check that a is a ring morphism: 


all Crop D * g) Onpa) * h)] = alCrgruput) * gh] 
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= rgr, = af (rpe) * g)a(Cr,py1) * A) 
3. Radicals of Smash Products 
Let A be a G-graded ring with unit.If I = LO I,0--(0 E, 
CD …is a graded subring of A then IdtG is a subring of A#G;if I is a 
graded ideal then I # Gis an ideal of A#G. 
3.1.Lemma Let M be a graded A-module, then we have: 
(Anna(M))#G = Annage M' OP M(h)* Oe @ 
M(g)' B) 
= f] AnnascC MC) 


Proof In matrix presentation the annihilation condition is given as 


à, aj! c" ag} (M, 
Qj ae ang! | | Mi, 
= 0 
ag Ag, cn a, M, 
Let Anna#c(M(z)) = (1 ()) h, g)» then E(x) = 


Anna (M3), Iti (x) = Anna, (M,), 5, IP (£) = Anna Mis. 


Thus fl; ecAnna«cM(x) = (Ér), g) where: If? = MzecAnna (M,) 
Anna (M), Ij”? -[lecAnn, (M,) = Ann, (M), IC? = [lzecAnna (M; 
= 门 JecAnna (My) = Ann, (M). This learns that 

fecAnna#c( M(xz)) = (Anna, ,(M))4,, = Annga(M)+#G 

3.2.Corollary For N € A+ G- mod we have: 

fl.ecAnnasc CN .(x))* ) = Ann4(N , )3EG 
3.3.Lemma For M € A-gr we have the following equivalences: 

1. M is gr-simple if and only if M(x) is gr-simple, for all z € G. 

2. M is gr-simple if and only if M * is a simple A + G- module. 


Proof 1 It is easy 2.follows from the isomorphism given in 


Proposition 1.3. 


As a straightforward consequence of the foregoing corollary and lemma 


we obtain: 
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3.4.Theorem J(A#G) = J€(A)3tG, where J( —)denotes the 
Jacobson radical and J5( —)the graded Jacobson radical. We devote the 
sequel of this section to proving the equivalent of Theorem 3.4.for the 
Baer-radical of modules. 

An M € A-gr is called a gr-prime A- module if for every nonzero 
graded submodule N of M and every graded ideal I of A, IN = 0 implies 
I CAnníA(M).Note that Anny(M) is graded.For a ring B, possibly 
without unit, an N € B- mod is prime if for every B- submodule P Æ 0 and 
ideal J of B such that JP = 0,J C Anng( P)holds. Note that in case B has 
no unit, modules X are always assumed to satisfy BX = X. The Baer radical 
of B,denoted by B(B),is the intersection of all Anng(N) for prime 
B-modules N.The graded Baer radical of a G-graded ring A is the 
intersection of all annihilators( and these are graded)of gr-prime A- modules; 
we denote this radical by B£( A). Clearly, if M € A-gr is prime then each 
M(x) is also gr-prime. We first proceed to prove that M* DB M(A) * 
D- M(g)' @---is then a prime A3tFG- module. Observation:a 
graded submodule N of a gr-prime M is also gr-prime. 

3.5.Lemma Let |M;,i € I} be a family of gr-prime A- modules 
having the same annihilator I in A,then (D;c1M;j is also gr-prime with 
annihilator I. 

Proof Put P -CD;c1Mi, then P, — Die i( M.) for all g € G. Let J 
be a graded ideal of A and N a nonzero graded A- submodule of P such that 
JN = 0. We aim to prove J C Ann4P = f);cjAnnAM; = I. The projection 
P — M; is denoted by x;;put N; = niN, then 04 N C@;e N; . Obviously, 
JN = 0 implies JN; = 0 for all i € I. Since at least one N; is nonzero and 
M; is a gr-prime module we do obtain J CC Anna(M,) = Ann,(P) = I. 

3.6. Proposition If M is a gr-prime module then (QD, e ;cM(x))* = 
P" is a prime A+ G- module. 


Proof Put Ann4( M) = Diecls.By the above lemma and remarks: 
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Anna#c(P ) = 


— 


| 
J- 
Š 
e 
e 
e 
e 


Annaís G5 (M, ..., M)! = Anna(M)#G 

Consider a nonzero AdtG-submodule N = (N(e),N(A),..., 
N(g),...)’ of P'.Put Anna&c(N) = J = Jagi we aim to 
establish J C I3t G. 

We say that an AdtG-submodule T of P' is a homogeneous 
submodule if T may be written as (T), TU), ..., T, ---)! where each 
Tts) is a graded A- submodule of M, for g € G.Put ( T? ), = TẸ . Let 
N be the unique minimal homogeneous At G-submodule containing N. 


One easily checks Anna#c(N) = Anní&cG (N) and therefore J.N = 0. So 


we obtain: 
0=J.N 
NO + NÍO + © + NË + 
J JE SINE + NR) + o + NP + 
= ge JP 
0 + 0 toco + 0 
0 十 0 十 … 十 0 


Some rows may be zero, but we can find a nonzero column, say the first 


one. Since NO Q NP 四 @ NG? CD …is a nonzero graded A-module 


(+) 
and 5 he el 4-1 is a right ideal of A, the annihilation condition leads to 


| Seat) | LN 人 = 0, hence S eda C AnnaM by the 
gr-prime condition on M.Applying a similar argument to the row 
(J W J pn ,了 beh * ] we obtain that 5 negl E C AnnAM and therefore 
we arrive at J C Anng(M)#G = Annyzc(P"). 

3.7.Theorem BC(A+G) = B®(A)#G. 

Proof It will suffice to establish that a prime A+#G-module N 
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corresponds to a gr-prime A-module N,.Therefore consider a nonzero 
graded submodule P of N » and let IP = 0 for some graded ideal I of A, I 
= I,+ I, + -°--+.Clearly we have that P" is an A+ G- submodule of N and 
I3tG is an ideal of A dt G such that (I3: G)P " = O.Since N is prime we 
obtain (I4#G)N = 0 hence IN, = 0 or I C AnnACN , ). 

4.Some Applications 

We first use the connection between the graded ring and the small 
additive category associated to the smash product in order to derive some 
results of graded nature from the structure theorems for additive categories 
appearing in [6]. We recall: 

4.1.Theorem Let C be a small additive category with object set X 
and write ,Cg for Homc(a, 8). We may form the generalized matrix ring 
(9C) (g, 5 Tf H is any finite (consequently, any subset will do)subset of Z 
then we have:i(.Ce)sa,B € HI (1J1IGCgl sa, B E Zt =J1(.Cp)sa,8 
€ Hl,i.e.ifJlGCg) ia, 8 € ZI = 1GJg) io B€ Z | then Jl GCo) ia, g 
€ Hl = l,Jg);a, B € HI. 

4.2.Theorem If A is a G-graded ring (with unit)and H is a 
subgroup of G then Jf( AFP) = J€(A) Q AP = (J*(A))B, where AP 
= re nAn. 

Proof By the duality theorem we have J£( AP) 3EH = J( APB3E H). 
By the above theorem:J(AP3tH) = J(A#G) f| (APSEH) = 
(J£ A)3EG) N (CAP3EH) = (J8(A)) 24H and form J€(A7)#H = 
(J€ A) )P 3E H. the equality (J£( A))F = J€( AP) follows. 

Recall from [6] again: 

4.3. Theorem Consider the generalized matrix ring ( ,Cg) (4, p), for the 
small additive category C. The category C is primitive if and only if C is a 
dense subcategory of VD, the category of D-vector spaces over a division 
ring D(" dense" means that -Cs is a dense subset of Homp(a, B), where a, 
B are D- vectorspaces up to identification of C in VD,i.e.for any n € N 
and D- independent elements a1, **:, a, of a, any elements b1,*, b, of B, 


there exists 6 € ,Cg such that aj = b;,c = 1,*c,n. 
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From [6] we retain the following. 

4.4. Theorem Let C be a simple additive category and for all a € 2, 
Cu is Artinian then C is isomorphic to a full subcategory of the category 
FVD of all finite dimensional D- vector spaces over the division ring D. 

Remark A C-module M may be written as the column (M,, a € X)! 
with matrix action of (C5) (,, p) defined on it. The functor C 一 VD takes a 
to (M,)p where D = End,C,( M,)and „ag € «Cp to t a? M, — Ma, 
mi> Qg.m. 

Before deriving the corresponding results on graded rings we need the 
following easy lemma. 

4.5.Lemma If the G-graded ring A is a direct sum of minimal 
graded left ideals then A+ G is a direct sum of minimal left ideals. 


Prof Put A = LO LG, Li = L0 QD Q- 
D(L) B+. Then AG = CAhg Do = | 27 aig] (, s and 


the latter clearly decomposes as a sum of minimal left ideals of AG, each 


one of the form 


0 cee 0 tee (Li) 0 ttt Q 
(Li)! 
0 ... O0 ... el. 0 ... 0 


4.6.Theorem For a G-graded ring A with unit the following 
assertions are equivalent: 

1.A is gr-uniformly primitive with all A, Æ 0. 

2. A3EG is a primitive ring. 

3. There exists a division ring D and a D- vectorspace M such that for 


all h € G, A, is a dense subring of Endp( M). 


Proof 1.2. Let M = M, + M, + ,be a faithful G- invariant 
graded A-module and let a, : M — M( A )be fixed isomorphisms for h € G. 


Put N = Í( mf? + am 9 4 agmi, aum O? + mi oe 4 
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ang mse +e, tee) mi, mi, --- € M,}.It is clear that N is an 
A 3t G- submodule of M* + M(h^!)* + +++ + M(g7!)* + +++. Now if 
I, C A, is such that I, (m2) + am f + +++) = 0 then I,m = Lame? 
= ::* = 0,and from this we deduce that:Anna#c(N) = 
(Anna(M))#G = 0,because the first term equals (licec Annas 
MCh)” . Consequently N is a faithful A + G- module and since N & M * it 
is also a A dt G- simple module (apply lemma 3.3.(2))and therefore A+ G 
is a primitive ring. 

2 .之 3.The primitive additive category ( ZWEI (ng) With object set G 
is isomorphic to a dense additive category, over some division ring D, in view 
of Theorem 4.3. Paying attention to, and using the notation of, the remark 
preceding Lemma 4.5. we see that (M,)p = (M,)p =... = (M,)p = 
...and we also have embeddings: 

Ang-t Ph = Ami — Homp( M;, M,) = Homp( M,, M.) 
A (hz)(gx) | Phz = Ai — Homp( M,,, Mgr) = Homp( M,, M,) 
(A) (Ax) 


and A - = Å pg- as a subring of Homp(M,, M.) It follows that A, 
= AS? = AM = ...is a dense subring of Homp( M,, M,)and the same 
NENO (h) 
holds for Ang-! -一 Å pg- = Å pgi = 


3.=1. Suppose A -€D,ecA, and all A, being dense subrings of 
Endp( V).Now we define V, equal to V as a right D-vector space but 
defining a, * ng = a,(n,) where on the right we view a, as the linear 
transformation V - V but putting a,(n,)in V4,.Put M =QyecV,.- 


Clearly M is a graded A-module and it is G invariant as well as faithfull. 


Remark Ín the embedding of Avi in Homp ( M., M,)one has to be 
careful how to write the order of multiplication in Homp(M,, M,) (or else 
write the opposite ring). 

Considering gr-simple modules we may also obtain the following 
extension of the graded version of the Wedderburn theorem as given in [3], 
in particular in the gr-uniformly simple case. 


4.7.Theorem Let A be a G-graded ring such that A, is left 
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Artinian, then the following statements are equivalent; 

1. A is gr-quasi-simple( no graded ideals that are nontrivial)and it has a 
G- invariant gr-simple module. 

2. A dF G is simple. 

3.For all ^ € G, A, = M,(D) for some n not depending on A and 
some division ring D. 

4. A is gr-uniformly simple with all A, Æ 0. 

Proof 1.-»3. The foregoing theorem implies that A is gr-uniformly 
primitive and each A, is dense in Endp ( V) for some D- vectorspace V . But 
A, is then a left Artinian dense subring of Endp( V)and therefore V is 
finite dimensional over D;that all A, are now isomorphic to M,( D )is 
obvious. 

3.>2. Trivial 

2.=>3. Similar argumentation as in foregoing theorem but using 
Theorem 4.4.instead of Theorem 4.3. Since 4.-»1.is trivial, the proof is 
finished if we establish 3.—4. 

3.7»4.Let C; be the i-th column of M,(D);put C; , equal to this 
column viewed as a left module in A, 2 M,(D)and define L; = 
@DrecC;,,. It is clear that L; is a minimal graded left ideal of A and that 
A =L,@°--@L,.Moreover L; = L;(for all i, j)as graded A- modules. 
That each L; is G-invariant is obvious from the definition, so the claim 
follows. 

4.8.Corollary 1 The conditions in the theorem are equivalent to the 
following condition. 

1.A is gr-simple having a unique,up to isomorphism, gr-simple 
A- module( this is then G- invariant too). 

2. The Wedderburn theorem on p.47 of [3 ]proves that a gr-uniformly 
simple ring A is of the form M,(A)(e)i.e. (M,CA)), = M,(A,) zx 
M,(4.) = M,CD), D = A, a division ring. From the above it follows thus 
that a gr-uniformly simple ring A with A, z^ 0 for all A € G,has a 


G-invariant( and up to isomorphism unique)gr-simple module;the converse 
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was mentioned in [3] but this implication was missing there. 

4.9.Note If for every h € G such that A, #0 we have A, Æ 0 then 
also A œ~ M,(A)(e)and it is strongly graded by the subgroup sup(A) of 
G (those g € G such that Ag #0). However, if G zz Sup( A)then A is not 
gr-uniformly simple. As an example consider the Z-graded ring A = 
M,(k[ X, X!])(0, 1) where degX = 2.One easily verifies that this ring is 
even strongly graded by Z but its part of degree zero equals & GD & and as 


this is not simple À cannot be gr-uniformly simple! 
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分 次 本 原 环 的 结构 


Structure of Graded Primitive Rings 


Keywords gr-primitive ring, gr-dense ring of linear transformations. 

Let G be an arbitrary group, finite or infinite, and A be a G- graded 
ring.i.e. A is an associative ring and A = CD A, (direct sum of additive 
subgroups A, )with property: A, * A, © Ag, g, h € G.Let M be a graded 
A-module, i.e. M is right A-module and M = 9M, with property: M, - 
A, C Mg, g, h € G.Fundamental definitions concerning graded rings and 
graded modules can be found, for example, in [1] and [2]. 

A graded ring A is said to be gr-primitive, if there exists a faithful 
gr-simple A-module. We have proved structure theorems of Artin graded 


[2] and of gr-uniformly primitive rings?! . In this note the structure of 


rings 
arbitrary gr-primitive rings is given. 

First of all, we give a general method to construct G-gr-primitive 
rings. 

Let K be an ordinary (ungraded) division ring. Take a left K-space 
M, for every element g of group G and form their direct sum 

M = 也 Me ( 

Suppose that E; = ig € EndkM | Myo C M,,, Yh € Gland let 


* Project supported by the National Natural Science Foundation of 
China. 
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E = YE, - GE, © EndkM. 
g E 


It is easy to see that E is a G-graded ring with identity 1. 

Definition 1 The G-graded ring Eshown above is called G-graded 
ring of linear transformations on K-space M(with respect to the 
decomposition( * )). A graded subring A = DA, (with or without 1)of E is 
said to be gr-dense ring of linear transformations, if for any given finite 
K -independent set{ zi zi C M,,any h € G and any given finite 
seti yis ts Yn! C Mg, where n is an arbitrary positive integer, there exists 
an element a € A such that za = yj, V i,it means that if we restrict 
actions of elements of A, on M}, then A, is a dense subset of Hom, ( M;, 
Mg). 

It is easy to prove that every gr-dense ring of linear transformations on 
a K-space M(respectively to an arbitrary | decomposition( * ) )is 
G-gr-primitive and that M itself is its faithful gr-simple module. Now we 
are going to prove that the inverse is also true and therefore all 
G -gr-primitive rings can be obtained in this way. 

We firstly discuss structure of gr-primitive ring by the method used in 
ordinary ring theory [4]. Here we shall give statements only and omit their 
proofs. Then, improving those results we can get what we want. 

Definition 2 Let D be a G-graded division ring. (i.e. every nonzero 
homogeneous element of D has an inverse element)and let M be a left 


G-graded D-module. A finite set of homogeneous elements m1, +t, m, in M 
is said to be D-independent, if SM dim; = 0, implies d; = 0, Vi, where d; 


are homogeneous elements of D.A set of homogeneous elements of M is 
said to be D-independent, if any of its finite subset is D-independent. A set 
N is said to be a basis of M, if N is D-independent and is a generating set 
of M. 

It is easy to see that a set m,, a € I} of homogeneous elements of M is 
D-independent iff the set!d,m,,a € Ilis D-independent, where d, are 


nonzero homogeneous elements of D. 
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Proposition 1 Any graded D-module over a graded division ring D has 
a basis. 

Definition 3 Let D be a graded division ring and M = 中 Me be a 
graded D-module. Endp( M), as usual, denotes the endomorphism ring of 


ordinary( ungraded) D-module M.For g € G,let T; = 19 € Endp(M) | 
Mig € Mj, Vh € Gl,and ENDpM = >T - (DT, C Endp(M). 
g g 


ENDp5M is G-graded ring(with identity 1)and is said to be graded 
endomorphism ring of graded D-module M.A graded subring A 
= DA, (with ‘or without 1)of ENDpM is said to be gr-dense ring(over 
graded D-module M), if for any given finite D-independent set| m1, °°", 
m,| C M and any given finite set y1, +, y,{ CC M, where n is an 
arbitrary positive integer, there exists a € A such that m;a = y;, V i. 

It is easy to observe that gr-dense rings are gr-primitive rings. 

Schur Lemma(Graded Version) Let A be a G-gr-primitive ring and 
M be a faithful gr-simple A-module. Then ENDpM (cf. Defintion 4) is a 
G-graded division ring. 

Jacobson-Chevalley Dense Theorem(Graded Version) Let A be a 
G-gr-primitive ring and M be a faithful gr-simple A-module. Let D = 
ENDAM . Then M may be naturally considered as D-A-bimodule. By the 
faithfulness of M, the ring A can be naturally looked as a graded subring of 
ENDAM and A must be a gr-dense ring. 

Its proof is similar to that in the ungraded case(cf. [4])and therefore 
omitted.From this we easily get the Wedderburn-Artin theorem( graded 


)U!., We also omit its proof. 


version 

Now we prove the following. 

Propositon 2 Let A be G-graded ring( with or without 1)and M 
= 中 Me be gr-simple A-module. Let D = ENDAM =@D,.If M, #0, ¢ € 
G , then End, ( M,) — D,, where e is the identity of G 

Proof Take arbitrarily 0 ~ m, € M,.By the simplicity of M, we 


have 
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M = m,A, e CA ) mgAi), 

and therefore M, = m,A,.For each 9 € Enda ( M,) we define a mapping 
o as follows: 

Q:1M—M 

ma, > q(mj,)a,,a, € A,,x EG. 
To show that ¢ is well-defined, it is enough to prove that if m,a, = 0, then 
qg(m,)a, = 0.This is true in the case z = e,because q is an 
endomorphism of A-module M .For arbitrary x € G, ma, = 0 implies 
MÅ = 0.From az4 © A, we get p(m,)a,A,! = 0 by the just 
mentioned fact. Suppose that g(m,)a, Æ 0. Then by the simplicity of M 
we have M = e(mj4)a,A, consequently, M; = q(mj4)a,A,' = 0, which 
contradicts with the condition M, Æ 0, and thus 9' is well-defined. It is 
easily verified that g is gr-endomorphism of degree e(i.e.g is an 
endomorphism of A-module and 9 (M,) C M,, Vh € G), therefore, 
o € D,.So, every element of End, (M z can be extended to be an element 
in D,. 

Define a mapping 
a : D, > End, (M,) 


p _» p | M (the restriction of p on M,). 


From the above discussion we see that a is surjective. On the other hand, by 
the simplicity of M every endomorphism of A-module M is uniquely 
determined by the image of any nonzero element of M, therefore any two 
elements of D, should be equal to each other, if their restrictions on M, are 
the same. This means that a is injective and perserves operations. Our 
proposition is proved. 

Proposition 3 (i)Let K be an arbitrary division ring and A = C, be 
a gr-dense ring of linear transformations over a left K-space M with a 
decomposition M = 中 M zt. Definition 1). Then A can be interpreted as a 
gr-dense ring over the right graded D-module M = 中 Me 人 cf. Definition 3), 
where D is a graded division ring and D, œ K. (ii) Let A =A, be a 
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gr-dense ring over a graded D-module M = 中 Me， where D is a graded 
division ring. Then A — OA, may be interpreted as a gr-dense ring of linear 
transformations over the D,-space M with D,space decomposition M 
= CM go 

Proof (i)It is easy to see that M = CM z may be naturally considered 
as a right graded A-module, and M is then a faithful gr-simple A-module. 
Let D = ENDAM 二 中 De， where D is a graded division ring by Schur 
Lemma. Then, by JC dense theorem(graded verison)A is a gr-dense ring 
over a left graded D-module M . So, the only thing we have to prove is that 
D, = K.There should be M, Æ 0 for some g € G, because M Æ 0. By 
Proposition 2 we have D, — End a Mg. On the other hand, from Definition 1 
we see that A | m, (restriction of action of A, on M Jis a dense subring in 
End ( M,) . Therefore, by a well-known result(cf . [4, p.32, Theorem 1]) 
we have End, M g = K.(i)is proved. 

(ii) What we have to show is that for any finite subset N = 1z1,:^, 
Zal € Mif N is D,-independent(in D,-space M),then it is also 
D-independent(in graded D-module M). This is obviously true. Supposing 
that ER = 0, where d; € D are homogeneous elements and not all 
zeros, without loss of generality we may assume that d; € D,, V i for some 
h € G.Consequently D, Æ 0 and then also D,-: Æ 0. Taking any 02^ d € 
D,7, we have 0 = d+ >) dix; = > (ddi) xi, where dd; € D,, V i.Since 
N is D,-independent, so dd; = 0 and consequently d; = 0, V i. This 
contradicts our assumption. (ii)is proved. 

From all the above we get the main result of this note. 

Theorem Let G be an arbitrary group. A. G-graded ring A is 
gr-primitive iff A is a gr-dense ring of linear transformations over a left 


K-space M = COM, (Definition 1), where K is a division ring. 
E 


REFERENCES 


[1]Nastasescu C., Oystaeyen F. Van, Graded and filtered rings and 


——7 160 3 —— 


modules, LNM, 1979,758 

[2] 刘 绍 学 , Artin 分 次 环 的 结构 , 北京 师范 大 学 学 报 ( 自 然 科 学 版 )， 
1989, (3):22—25 

[3] Liu Shaoxue , Oystaeyen F. Van, Group graded rings, smash 
products and additive categories, Perspective in Ring Theory, 
Kluwer Academic Publisher, 1988, 299 

[4]Jacobson N., Structure of Rings, 1956 


—— 161 —— 


[| 


Se bup at 


北京 师范 大 学 学 报 (自然 科学 版 ) 
1991, 27 (2): 129 一 134 


分 次 除 环 和 Jacobson 
稠密 性 定理 


Graded Division Rings and the 
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Abstract The graded division rings and a graded version of the 
Jacobson density theorem are studied. As a corollary, it is shown that a right 
gr-Artinian ring with zero graded Jacobson radical, is left gr-Artinian. 


Keywords primitive graded ring; density theorem left gr-Artinian ring. 


0 Preliminaries 

In this note, we study graded division rings and gr-primitive graded 
rings, i. e. , graded rings with a faithful gr-simple graded module. In the first 
section, we show that the idea of dimension of a module over a graded 
division ring makes sense. The second section is concerned with gr-primitive 


rings and a version of the Jacobson density theorem for graded rings. 
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Throughout, G will denote a group with identity e, and A a G-graded 
ring, not necessarily with 1. Modules will be right modules unless otherwise 
specified. h ( A) will denote the homogeneous elements of A.If M and N 
are graded right A-modules, HOMA(M, N) = HOM a( M,N), where 
HOM,(M, N), = 1$ € Hom4(M, N): CM,) C Ny for all h E€ G}. 
Recall that if G is finite or if M is finitely generated, then HOMA( M, N) 
= Homa (M, N) (see!!!). END4(M is a G-graded ring. 

A G-graded ring D with 1 is called a graded division ring if every 
element of h(D) is a unit. For example,if A is a graded ring and M a 
gr-simple graded A-module(i.e. MA = M and M has no proper graded 
submodules)then D = ENDA(M) is a graded division ring, and M is a 
graded left D-module. 

If D is a G-graded division ring, the subset H = {h € G : D, Æ Olof 
G is a subgroup of G. If M is a left D-module, and M, +0, then DM, = 
Mrge for all h € H. 

1 Modules over Graded Division Rings 

It is straightforward to see that every graded module over a graded 
division ring is gr-free, i.e. has a basis of homogeneous elements. For, note 
that if a set { m1, ', ma| CC A(M)is not D-independent then there exist 
d; € h(D), with the d; not all 0, and `> d;m; = 0. In this section we show 
that every homogeneous basis has the same cardinality, and thus the notion 
of dimension of a graded module over a graded division ring makes sense. 

Throughout, D will denote a G-graded division ring, and H will be the 
subgroup Ih € G: D, #0}. 

A set {m1, "s, ma} C M, is D-independent if and only if the set is 
D,-independent. For if > dım; = 0, then we may assume all d : € D, for 
some h € G.If d, Æ 0, then > di! dm; = 0 with dj'd; € D,. 

Definition 1.1 We call a G-graded left D-module M D-transitive if, 
for all M; + 0,M = DM, = A ) D, Msg. For example, D itself is a 


D-transitive module. 
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First we see that every homogeneous basis of a D-transitive D-module 
has the same cardinality. 

Proposition 1.2 For M a graded transitive left D-module with M, 
nonzero, then any basis of the D,-module M, is also a homogeneous basis of 
M .Furthermore, all homogeneous bases of M have the same cardinal 
number. 


Proof Suppose |m; : i € Ilis a D,-basis for M, 75 0. Then, as noted 


above, | m; : i € I}is D-independent. Furthermore, ?'Dm; 一 > 7DDm， = 
i€1 i€I 


D >)D.m; = DM, = M. 
i€1 
Now suppose |m; : i € Il C &(M), m; € Mz, is a homogeneous 


basis for M. Then M = ? Dm; and suppose 0 # M, = Dg m;. Then, 


since M is transitive, gg;! € H, i.e. D,,;-' 0, for all i. Choose 0 Æ d; € 
D,;',and M, = 2 Ddim; . Also it is clear that {djm; : i € Ilis 
D,-independent.Therefore all D-bases of M have the same cardinal 
number. 

Every D-module is D-transitive if and only if D is strongly graded. 
The next lemma shows, however, that any graded left D-module M is the 
direct sum of D-transitive modules. 

Lemma 1.3 Let D be a graded division ring and H = {h € G: D, 
Æ 0l. For any graded D-module M, then if M, # 0, DM, = DM, = 
Mi is a transitive D-submodule of M.Furthermore, M = GDM,, 
where P is a set of representatives from the cosets H, . 

Proof Since, for h,k € H, D,(D,M,) = DyM,, DM, is transitive. 
Also it is clear that DM, = DM, if and only if gk! € H;if gk ! € H, then 
DM, N DM, = 0. The statement follows. 

Corollary 1.4 Every homogeneous basis of a graded left D-module M 
has the same cardinal number. Call this cardinal number the dimension of 
the D-module M. 

Proof Let B be a basis of M. Then if M, #0, B N DM, is a basis for 
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DM, , and the statement follows. 
2 Gr-primitive Rings and the Density Theorem 

Definition 2.1 A G-graded ring A is called(right)gr-primitive if 
there exists a faithful gr-simple graded( right) A-module. A graded ideal I of 
A is called gr-primitive if A/I is a gr-primitive ring. If a graded right 
A-module M is gr-simple,then A/Ann4A(M)Jis gr-primitive and 
Ann,(M )is a gr-primitive ideal. /G5 (A) (see[1,2]) is the intersection of 
the gr-primitive ideals of A,so that A/JG5(A)is a subdirect product of 
gr-primitive rings. 

Remark 2.2 Many of the standard results about ungraded primitive 
rings have analogues in the graded case. For example,if A is gr-primitive 
and commutative, then A is a gr-field. To see this, note that if A is 
gr-primitive, (0) is a modular gr-maximal right ideal in A(cf[3. p.7]). Thus A 
has an identity and has no nonzero proper graded right ideals;thus A is a gr-field. 

The next proposition examines the structure of the graded division ring 
ENDA( M), M a graded faithful gr-simple A-module. 

Proposition 2.3 Suppose A is a gr-primitive ring, M a graded 
faithful gr-simple A-module and D = ENDA(M). Then, if M, Æ 0, 
Hom4, ( Mg, Mig) — D, as A,-modules and EndA,( M,) = D, as rings. 

Proof Suppose M, z^ 0. If Mi, = 0, then since DM, © Mi D, = 
0 and Homa CM, , Mi, ) = D; . Suppose Mpg 7 0. Let 04 m € M,. Then, 


since M is a gr-simple A-module, M — > imA,, and M, = mA,.For each 


tEG 


$ in Homa. (Mz, Marg), define $ € D, = END,CM), by $'(ma,) = 
$(m)a,.We must show that $ is well-defined. If ma, = 0, then ma,A,., 
= 0 and $(m)a,A,-1 = $(ma,A;1) = 0.If $(m)a, # 0, then Mpg = 
$(m)a,A,, = 0,a contradiction. Thus ¢(m)a, = 0 and $ is 
well-defined. Clearly if $ 75 0, then $' Æ 0 so that the mapping $ — $' from 
Hom4, C M,, M,,)to D, is one-one and it is also easy to verify that it is 
onto.If h = e,then it is straightforward to check that the mapping 


described above preserves multiplication. 
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Next we consider a graded version of the Jacobson density theorem. 

Definition 2.4  (i)Let D be a graded division ring and M a graded 
left D- module. A graded subring A of ENDp5 (M) is called gr-dense in 
ENDp(CM ) if, for every D-linearly independent set | m4, pp m,} C kK( M) 
and every set | y1, "s, yn} © M, there exists a € A such that ra = y; for 
t= l,a. 

(i)Let D' = D, be a trivially graded division ring, and M’ a 
G-graded left D'-module. A graded subring A’ of ENDp( M’) is called 
componentwisedense in ENDp(M’) if,for all g € G,for any 
D'- independent set (m4, °°, ma} € Mg and set | y1, c, yn} CM’, there 
isan a’ € A’ such that m;a’ = yi = 1,:5,n. 

Theorem 2.5 For A a G- graded ring, the following are equivalent. 

i)A is gr-primitive. 

ii) A is gr-dense in ENDp(M) for D a graded division ring and M a 
graded left D- module. 

iii) A is componentwise-dense in ENDp(M) for D a trivially graded 
division ring and M a graded left D-module. 

Proof The proof that(i)is equivalent to(ii)is similar to the proof for 
ungraded rings"? | 

(ii)=> (iii) If A is gr-dense in END5 (M), A is componentwise-dense 
in ENDy (M ) since a set | m1, t, mn! C M, is De independent if and only 
if it is D-independent. | 

(üi)—(i1).1f D = D, is a division ring and A C ENDp(M)is 
componentwisedense, then M is a faithful gr-simple graded right A-module, 
so A is gr-primitive. 

Although, since Jg(A) N A, = J(A,)(see[4]), A a subdirect product 
of gr-primitive rings implies A, is a subdirect product of primitive rings, the 
following example shows that A gr-primitive does not imply A, primitive. 

Example 2.6 Let k be a field and A = M>2(k),the ring of 2 x 2 
matrices over k. A is Z/3Z- graded by Ag = RE, + REx, A4, = kE and 
A2 = kE2,.Let M be the 1 X 2 matrices over k, i.e. M = [k, k ]with Mo 
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= [5,0], M, = [0,&jand M; = 0. M is a faithful graded right A-module 
and is gr-simple;therefore A is gr-primitive. However, Ag ^ k CD k is not 
primitive. 

In the following situation, we have A, primitive and A gr-primitive. 

Proposition 2.7 Let D be a graded division ring, M a graded 
transitive left D-module and A a graded subring of ENDp ( M). Suppose for 
some nonzero M,, A, is dense in Homp (M,, Mg) for all A. (In particular, 
A, is dense in Endp (Ms )so that A, is primitive. ) Then AC ENDp( M)is 
gr-dense, so that A is gr-primitive. 

Proof Without loss of generality, suppose M, ~ 0.Let |mi,:', 
m, be a D-independent set of elements of A ( M) with m; € M, and let 
11, 77» Yn} € M. Since M is transitive, D,;-1 Æ 0 for all i. For each i, let 
0A d; € Dj; ,. Then ldimi,, dim,!| C M, is D,- independent. For all 
h € G with (diyi) 40 for some i, since A, is dense in Homp ( M,, M,), 
there exists 0 Æ a, € A, such that d;mj;a, = (diyi)n for i = 1, +, n. Thus 
fora = » an, dima = djyj,so that m;a = yi as required. 

Proposition 2.8 A graded ring A is right gr-Artinian and 
gr-primitive if and only if A ~ ENDp(M) = Endp( M) for some graded 
division ring D and finite dimensional left graded D-module M .In this 
case, A is also left gr-Artinian. 

Proof Suppose A is gr-primitive and right gr-Artinian. Then A is 
gr-dense in END5( M) for some graded division ring D and left graded 
D-module M . Now argue as in| 5, 2.1.8]or[3, p. 39 ]to see that M has no 
infinite set of homogeneous D-linearly independent elements. But if M has a 
finite basis and A is dense in Endp( M), A = Endp( M) œ M,(D)where 
n is the dimension of M. 

Conversely, if A — Endp( M) = M, ( D)for some graded division ring 
D and finite dimensional left graded D-module M,then A is a finite 
dimensional left and right graded module over the gr-Artinian ring. D . But 


then A is an epimorphic image of a gr-Artinian D-module of the form 
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BD( gi) where, as usual, D(g) denotes the g-suspension of D. Thus A is 
gr-Artinian. 

Proposition 2.9 A graded ring A is right gr-Artinian with JG (A) = 
0 if and only if A is isomorphic to a finite direct sum of M,;(D;), D; a 
graded division ring. 

Proof The proof is similar to the proof of the ungraded 
Wedderburn-Artin theorem(cf[3, p. 40]or[6, p. 153]). 

Corollary 2.10 If A is right gr-Artinian with JG (A) = 0, then A is 
gr-Artinian. 

Note Some of the results in this paper were announced in [7]. 
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摘要 “讨论 了 分 次 除 环 和 分 次 Jacobson WE PESE EE, 证 明了 分 次 


Jacobson 根 为 零 的 右 分 次 阿 丁 环 也 是 左 分 次 阿 丁 环 . 
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赋值 图 的 张 量 代数 的 同 构 问题 


Isomorphism Problem for Tensor Algebras Over 


Valued Graphs’ 


Abstract In this paper the isomorphism theorem for tensor algebras 
over valued graphs is proved and some relations between algebraic properties 
of tensor algebras and geometric properties of valued graphs are 


investigated. 


Keywords valued graph,tensor algebra, noetherian algebra, prime 


algebra. 


In [2] and [3], we have studied the isomorphism problem for path 
algebras over an (oriented )graph and relations between algebraic properties 
of these algebras and geometric properties of the underlying graphs. In. this 
paper, we extend these results to the tensor rings over valued graphs. 

An(oriented,in general, infinite)valued graph is a triple( > sd, g), 


where > is a set (of the vertices )and both d and g refer to functions 


defined on ») x > with values which are cardinal numbers (possibly 
zero). We shall simply write dj and g; for d (i, j )and g(:, j), respectively 
and describe the functions graphically as follows: 

(di, gi) 

(gy, di) 
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A collection (D;, ;Mj;;i,j € ^ ), where D; are division rings and ;M; 

are D,-D;- bimodules satisfying the conditions 
[;M;:Dj] = dj and [;M;:D;] = gy, 
is said to be a modulation of the valued graph ( ^ sd, g). 

For brevity, we shall write simply > and ( D, M) instead of ( > ;d, 
g) and (D;,;M,;i,j € >)). 

Recall the definition of a tensor ring T = T( > , D, M) of a given 
valued graph > with a modulation (D, M): Write D = CpD;, M = DM; 
and consider M as a D-D- bimodule; then 
T = DOMOM” P OM” Q s where MP? = M QM, 
with multiplication induced by tensor products. 

In the representation theory of algebras, » is usually assumed to be 
finite and d, gj; are non-negative integers satisfying the conditions 

did; = gid; with positive integers d;, i € > . 
Under these assumptions, there is always an F-modulation of Ss) : D; are 
F-algebras with [D;:F] = d; and F acts on ;Mi centrally. In. general 
situation, we shall always assume that our valued graphs admit a 
modulation. 


The isomorphism problem is resolved by the following theorem. 

Theorem 1 Let >) = (>)3d,g) and >)’ = (5, 5;d',g') be 
valued graphs, and suppose (D, M) = (D;, Mj i,j € ^ ) and (D', M’) 
= (D, Me ia, B € Sy) are their respective modulations. Write T = 
T( 25D, M) and T = T'( >)'3D’,M’).If fiT > T isa 
(ring)isomorphism, then there is a bijective correspondence 0; > 一 > ^ 
such that for all 7, ; € 5 ; 

D; = D'aa) and Mj = si) Msc. 

Proof Let I and I be ideals of T and T’ generated by all ;Mi with 
i Æ j and all Mg with a Æ B, respectively. Fix N = Mi,N = 四 :Mi ， 
B= NON?” Q QNO Q,and B -N'(QN'?q.-qN'o 

— 1n — 


| | 


Se pup it 


走 向 代数 表示 论 刘 绍 学 文集 


CD ---. Then, as an additive group, there hold 
T-DGBGIandT =D DB ODI. 

First, we claim that f(I) = I'.In order to prove this equality, it is 

clearly sufficient to show that 
f GM;j) S T for all i #7 of ^. 
Let m € ;M;,i Æ j and let 
f(m) = d' +b +2’ with d' € D',b €B andr Er. 

Since m? = 0, we have 

0 = f(m?) = P (m) = d? * (d'b/ +bd +b") * y' with y € I^, 
and thus d? = 0.This implies d’ = b’ = 0 and f(m) = x € 1,as 
required. 

Consequently, the isomorphism f induces an isomorphism 

fsD@BBx~T/I>~D GB ~ T/r. 

It is easy to see that every idempotent element in D CD B, in fact, belongs to 
D . Moreover, denote by e; the identity element of D;, and then E = |e,;i 
€ ` | is the set of all primitive idempotents of D. It follows that f induces 
a bijection between E and the corresponding set E’ = 1e/,;a € Ss} “| of all 
identity elements e, of D, . Hence, we have established a bijection 6: 5 
— » '. In what follows, we identify > and > 

Now, consider the subrings 

T; = e(DQ B)e; = D; B; and T; = e (D OB Je’ = D/ OG Bj; 
with B; = ,M; ® Mi QD ^, B/ = M; BD MY Q c Obviously, f 
induces an isomorphism f;: T; — T; .It is easy to see that the set of all 


invertible elements of T; and Ti is D; NV {0} and D;' \ {0}, respectively. 


Hence, f induces an isomorphism 
D; — D; for all i € ^. 
We identify D; with D;' under this isomorphism once more. 


In the next step, we are going to show that ;M; = ;M; as 


D,-D,;- bimodules. 


To this end, consider the above isomorphism f; and write, for m € 
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iM; 

film) =-d, +m’ + x with da € Dj = D;,m’ € ;M; and 

z' € ,;M'O + MS? +e. 
Since f;(d) = d for Vd € D,, we have 
fi(d4 * m) 9» m' * x'. 

Let N be the additive group generated by {dmn + m, m € ,M;l. Using 

fi(amb) = af;(m)b, Va, b C D; = D’; m € Mj, 
we can easily check that 

d, mb ramp, = 1° dm t bi bon +a * dm * b, Vaj bjs mj. 
This asserts that N is a D,-D,- module and is isomorphic to D,-D;- module 
;M;. Thus, for proving ;M; = ;Mi it is enough to show D;-D,; module N ~ 
iM; . 

Let 

By = N+N*74+N3 cT, 
B; = Mi Q MOMO ++ Ty. 
Since a * By + b C By, a, b € D; and (dy, + mi) By(dm, + m2) C Bw, 
Bw is an ideal of T;. Obviously, f; ( By) € Bz, thus having By Æ T;, and it 
follows T; = D; CD By(direct sum of additive groups) . Consequently T; = 
D; CD f; ( By) (direct sum of additive groups), thus f;( By) = B;', and then 
we have the following D;-D;- module isomorphisms: 
N ~ BN/BN = fi(BN)/(fi(BN)) = B//B? = iM’. 

Our claim is proved. 

Finally, we shall prove that ;M; = ;M'; as D;-Dj- bimodules for i Æ j, 
in general. Since f(I) = I’, we have also f(1?) = I? and thus we have an 
isomorphism 

f:iDGO (® M,) = T/P + T/I?—D'a(qiM;). 


tj 


We have proved f(e; + I) = e; + I, thus having 
f Ge; * P) = e * m + I?with m; € I. 
It follows that for i Æ j, 
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(e; + P)CI/T?)(e; + P) = (Qe + mj +UI? + m; + I7), 
which yields an additive group isomorphism 
fo iM; — M; . 
Since finduces an isomorphism between D; and D;' (i € 5 ^) similarly, we 


conclude that f is, in fact, a bimodule isomorphism. 

The proof is completed. 

As corollaries we state the following two theorems. 

Theorem 2 Assume that T and T’ are a tensor ring of a valued graph 
5 and a tensor ring of a valued graph 5 ^ respectively. Then > =~ SY 
if and only if T = T. 

Theorem 3 Let ` ; >)’ be oriented graphs and K be a field. Then 
the path algebra K [ > | of > is isomorphic to path algebra K [ >] of 


>) if and only if 5) ~ $y. 

Theorem 3 has been proved in [2]. The proof given here is simpler 
than that given in [2]. 

In this section, we investigate some relations between geometric 
properties of valued graphs and algebraic properties of their tensor rings. 
Using the notations of the preceding section, we may formulate the 
following theorems. 

Theorem 4 The tensor ring T = T( > : D, M) is left Artinian if 
and only if l 

(1) > is finite; 

(2) di, are finite for all ;, ; € > ， ; 

(3) the graph has no(oriented)cycles, i.e. there is no sequence i,, 
15,''* 2, of elements from 5 such that di; #0 for all 1< £ <n with 
inti = dj. 

Theorem 5 The tensor ring T = T( » ; D, M) is primary if and 
only if (1) and (3) of Theorem 4 hold. 

Theorem 6 The tensor ring T = T( ^ ; D, M) is prime if and only 
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if >) is connected,i.e.if for every i,j € S, , there is a sequence of 


elements from > ,7 = 44,415,77,40, = j such that dii F 0 for all 1 x 
Lx. n — 1. 

Theorem 7 (a) The jacobson radical J( T) of T is a D-D-module 
generated by all regular monomials; here, a monomial q € T is said to be 
regular if there are (possibly trivial) monomials p1, p2 such that 
pi q C9 po = mi, Q Mi, C9 & mi where m; € iMi ,l Stn, 
with 7,41 = 71. 

(b) T is semiprimitive if and only if there are no regular monomials 
in T. 

(c) The Bear radical of T is equal to J( T). 

Theorem 8 The tensor ring T = T( M ; D, M) over valued graph is 
left noetherian if and only if 3 satisfies the following conditions: 

(1) ` is finite; 

(2) aj are finite for all 7,7 € M ; 

(3) dii, * didi, #0 implies that d;; = 1 and d; = 0,j # 
ip for all 1 S £ < n (here, 7,4, = 71). 

Proofs of the above theorems are rather routine or similar to the 
corresponding ones given in [3] for path algebras. Here, we present only a 
proof of Theorem 8. 

Proof of Theorem 8. First, it is easy to check the necessity of the 
conditions (1), (2) and (3).In order to prove that these conditions are 
sufficient, let 

Wiehe: GRLE 


be an ascending chain of left ideals of 下 .In view of (1), 5 e; = 1 is the 
i€ >) 
identity of T,and to show that the above chain stabilizes after a finite 
number of steps, it is sufficient to show that 
elie; S eile; S ^ Cele CG: for every i,j € > (x) 


is stabilized. 
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We now consider the structure of the left D;-space e;Te; generated by 
the monomials 
p= m; Q Mi, C9 09 m, with m; € Mio m; € Mi; 2x; tx n - 1, 
and m; € ; Mj. 

A monomial m; C9 m; @ = Q9 m; with m; € ;M; is said to be 
cyclic if 7; = ja+1, and we will say, it is a cyclic monomial at j4. If there are 
no p € e;Te; containing cyclic submonomials, then by (1), (2)and the fact 
that the left D;- dimension of ;M; C9 ;M, is equal to d jd, ejTe; is a left 
D,- finite-dimensional space, i. e. 

eile; = Dixi t 77 + Di, x, € eiTe;. 

If there are p € e;Te; containing cyclic submonomials, then by(3)all 
those cyclic submonomials should be at i and there exists a cyclic monomial 
y at 1 such that every cyclic monomial at 7 in T has the form dy", d € D,, 
m € Z'.Thus, in this case we have 

eiTe; = Dil y lODix, + + + Diz), 
where D;[ y] is the subring generated by (D;, y}.It is easy to see that 
Dily] is a left Euclidean ring.Hence the left finitely generated 
D,| y ]- module e;Te; is left noetherian by the generalized Hilbert finite basis 
theorem. 

To sum up, the chain( * )in both cases is stabilized and the theorem is 
proved. 

Thanks go to Prof. V.Dlab for helpful discussion and hospitality, when 


the author visited University of Carleton in 1989. 
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Tensor Products of Path Algebras and Direct 
Products of Directed Graphs 


Let A,A' be two directed graphs and K(A), K(A' )be their path 
algebras over a field K .In this paper we prove that if algebras K(A) and 
K(A )are prime, or semiprimitive, or right noetherian, then their tensor 
product K(A) CO&K(A') is also of the same kind of algebras. We also 
discuss relations between K (A), K(A’) and K(A x A’) and extend the 
above results on path algebras to the corresponding ones on tensor algebras 


over valued graphs. 


$ 1. Preliminaries 


In [1,2] we have proved the isomorphism theorem for path algebras 
over directed graphs and discussed relations between geometric properties of 
directed graphs and algebraic properties of their path algebras. In [3] we 
extend results of [1,2] to the corresponding ones on tensor algebras. 
Continuing [2,3],in this paper we study tensor products of path algebras 
and tensor products of tensor algebras. 

A directed graph by definition is a collection A = (Ao, Aj, s, e), where 
Ao, A; are(finite or infinite)sets of vertices and of arrows respectively, 
vertices and arrows will be denoted by a, b, ---and by a, B, respectively, 


s,e,are maps from A, to Ag and s(a), e(a)are called the source vertex and 
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the end vertex of a respectively. (a | al a; | b)or a477 a for short, is called 
a path having length / 之 1, from vertex a to b where aj, a;+1 are connected 
(i.e.,e(a;) = s(a,;i1))arrows,a = s(a,)and b = e(a), and suppose that 
(a | a) = e,is the path from a to a with length zero. A path from a to a 
having length 之 1 is said to be cyclic path. We call ai…aiji a subpath of 
aya; ajay, Where 1 m i xj x. 

Fix field K . The path algebra K (A) over directed graph A is defined as 
the K-vector space with basis consisting of all possible paths of A with 
multiplication defined as following; 

aitai Bms ifeCa,) = s( i), 
ara, Bit Bm = 
0, otherwise. 
It is easy to see that K(A)is an associative algebra in which we have, in 
particular, that e, * e, = e2,e, * a = a,if s(a) = a. 

Let A = (Ap, å, 5,6), A = (Ao, Ay’, s, e )be two directed graphs 
having no elements in common. Construct from them a new directed graph 
A X A called direct product of A and A’ in the following way: 

(Ax N)o = {(a,a), Va € dy, Va € AT 

(Ax A’), = {Cla e), Ceasa), Va € Apa € Aa € Ay’, a € ALT 
and define (s(a), a )and(e(a), a')as source vertex and end vertex of (a, 
ea), (a, s(a ) )and(a, e(a’ ))as source vertex and end vertex of (e,, a). 
It is easy to see that direct product of directed graphs satisfies associative 
law. 

Proposition 1 Let A, A’ be directed graphs, and K be a field, then 

K(A X A&)/J = K(A) COkK(A )， 
where J is the ideal of K (A x A')generated by the set of all elements 
(ai al ) no, an) — (Bis B (Bins Bm ) 
with al as = fif, and ay ‘a, = Bi tt Bm (remark: here and in the 
following, a; may be arrows or in the form e, ). 
Proof Define K-linear map: 
0: KCA X A’) > K(A) COkK (A), 


+ 


(al ay) Cans an ) attan O a tan 
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It is easy to check that 0 is a homomorphism of algebra K(A x A')onto 
algebra K (A) 69 K(A')and Ker 0 is the ideal J given in our proposition. 

Therefore, K (A) G9&K (A ) may be considered as path algebra of A X 
A with commutative relations, and this provides us an intuitive graphical 
understanding of algebra K(A) x K(A').For convenience we recall here 
those results of [2] which will be used in the consequence. 

Theorem A(Proposition 6 in 12D. The following are equivalent: 

1) A is a connected directed graph, i.e., any two distinct vertices are 
connected by a path in A. 

2) K(A)is a prime algebra. 

Theorem 了 (Proposition 5 in [2]) 

1) The Jacobson radical J ( K(A))of K(A)is the K-space spent by all 
regular paths in A(i.e.paths which are not subpaths of cyclic paths) ; 

2) K(A)is semiprimitivec2there are no regular paths in A; 

3) K(A)is semiprimitivet2 K (A)is semiprime. 

Theorem C ProPesition 3 in [2)) The followings are equivalent: 

(1) Directed graph A satisfies the following conditions; 

i)Ae,A,are finite sets;ii)for arbitrary cyclic path(a | a@1,°", a, | 
a) there exists no arrow a = (ala | b) Æ a}. 


(2) K(A)is right noetherian. 


§ 2. Main Results 


In this paragraph, A, A’, denote directed graphs, K is an arbitrary 
but fixed field and tensor products of path algebras K (A), K (A’) and so on 
are all taken relative to the ground field K,i.e. G9 =@x.It is well known 
that tensor products of some very “good” algebras have a completely other 
face than their original one. But for path algebras the situation is nice. We 
have 

Proposition 2 Let A',1 < i < n(natural number), be directed 
graphs, then 

(a) K(AC ),1x i x n,are prime algebras K (AU? x = x AC? yis a 
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prime algebra; 

(b) K(AU),1 x i x n,are prime algebras K (AV?) Q … @ 
K (AU? Jis a prime algebra. 

Proof (a) By induction it is enough to prove it in the case n = 2. 
According to Theorem A it is sufficient to prove: A, A’ are connected graphs 
if and only if A X A' is a connected graph. Suppose that ^, A' are connected 
graphs and (a, a ), (5, b )are arbitrary vertices in A X A’, then there exist 
(a | ais's a, | b) in Aand (a | a1 aa | 5b) in A’, and every path 
of A X A contained in the inverse image of ajta, CO a4 tan of K(A) Q 
K(A')in K(A x A’) under (such path in A X A’ obviously exists) connects 
the vertices (a, a’) and (b, b’). Conversely, if A x Ais connected and( a1, 
a, )'"(a,, a, Jis a path connecting (a,a’) and (b, b’), then it is easy to 
see that path a,'**a, connects a and b in A and path a; *…a, connects a’ 
and b'in A’. 

(b) Again consider only the case n = 2,although because tensor 
product of two path algebras is no more a path algebra and we cannot use 
here the principal of induction, but it is easy to see that our proof for the 
case n = 2 can be used also for the case of arbitrary n. It is obvious that 
each algebra must be prime, if their tensor product is prime algebra, so we 
have only one thing to prove: K (A) G9 K (A ) is prime, if K (A), K(A') are 
prime. 

To do this, take arbitrarily two non-zero ideals S, T, then, as is easy to 
see, there exist e, (CO eye Q ep such that 

Se Coe, #0,e,®e * T xD. 
By Theorem A there exists a path r = (a | a1,°*:,a, | b) in ^ and a path 
r = (a lae, ya | b )in A’. We claim: 
S + (e 69 ea )(r Or le, 9 e) TO. 
To prove this we take arbitrarily 
0zse€SsS-:(eote)0ztcí(ecoe)- T, 


and write those elements in the following form: 


3 一 Dyk Bri) Gn) x (rj, rj), Fi j,i,J c M, 
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i = fO ® tj ), Ct ty ) 天 (tm tm ) l 天 m,l,m € L, 


EL 
where £;, f; are non-zero elements of K, r;, tr paths in A and r; , t; - paths 


in A’. We have 
s*(riOQr)*t- S) büu(rrt:tGrtr tu). 


iCM,ICL 
According to our assumption on s, £ and the definition of multiplication of 


paths, we have 

rer UDr er st) Erer’ tman Or er +t, #0, 
when(i,/) = (j, m), consequently they are K-linear independent, but 
kif; #0, Vi € M,l © L, therefore s > (r®r’) +t 40 and, as a result, 
ST Æ 0. 

After we have Proposition 2 it is natural to ask:If K(A)is prime 
algebra, are path algebras of A with commutative relations also prime? The 
following example shows that this is not true. 

Example Let A be directed graph with vertices a, b and three arrows 


as following: 


Take commutative relations: aY = fy, Ya = YB, then in the path algebra of 
A with those commutative relations, K (A)/ I where I is the ideal generated 
by ay ~ BY and Ya — YB,the ideal S generated by(a — 8) + I has property: 
S? = 0, this means tha K (A)/I is even not semiprime. But A is connected, 
consequently K(A) is prime. This example also says that the following 
Proposition 3 is not true in general for path algebras with commutative 
relations. 

Proposition 3 Let AÈ, i = 1,-«,n, be directed graphs and K be a 
field. 

(a) Every K(AOU) is semiprimitive2 K (AU) x … x AUC?) is 
semiprimitive; 
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(b) Every K (AO) is semiprimitive2 K (AU) @ 1 Q K(AU?) is 
semiprimitive ; 

(c) JOCCA'P)) @ + @ K(A™) 

= DKA) OO KATY) @I(K(A) Q KAD) Q 


Q KA). 

Proof (a) By induction it is sufficient to consider the case n = 2 
only. Discussing similarly as in Proposition 1 we know that A and A’ have no 
regular paths(i.e. every path of positive length in A(A')can be extended to 
a cyclic path)@A X A’ has no regular paths. Then applying Th.B we 
get(a). 

(b) Again consider only the case n = 2.It is easy to see our proof is all 
right also for general case. 

Because, for arbitrary K-algebras A, B, J(A) C9 B is a quasi- regular 
ideal of A © B, we have J(A Q B) 2 J(AJCOÀOB * A C9 J(B) and 
consequently we get the part" «-" of (b). 

Now we are going to prove the part "—". 

Suppose that the Jacobson radical J of K(A) 69 K(A')is not equal to 


zero. Take arbitrarily element z: 

07 r- ES € Jiri = rnr ,rr i j,k; #0, (1) 
where r;, r; are paths of A and A' respectively. Multiplying x by elements 
of form e, C9 e, from left or right when necessary we may assume that 
r;(r; ) have the same source vertex a(a') and the same end vertex b(b’). 
By hypotheses that K(A), K(A’) are semiprimitive and by Theorem B we 
know that A and A have no regular paths, therefore there exists path 
r(r )in ACA') which connects vertex b(b’) to a(a’). Consider 

z*(r@r)= 24 Gr) Q (rir). 
Since Zi Æ xj, as i 7 j,so all terms appeared in the right side of the above 
equation are distinct, consequently, K-linear independent, therefore the 


element on the left side is non-zero. Note that rjr(r;'r')are cyclic path on 


a(a').As a result, we may assume that r;(r; Jin x; = r; Q r; of (1) are 
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all cyclic path on a(a ).Since x is quasi-reqular element, there exists 0 y 
€ K(A) 69 K(N )such that 

rtytary-0, (2) 
x remains unaltered when we multiply the above equation by e, 09 e, on the 


right or left sides. Therefore we may assume that 
OA y= Dippy = tO uy o ymaslÆm, fi #0, (3) 
i 


where t;(t; ) are all cyclic path on vertex a(a/). Now (2) may be written 
as 

Dj ki(r; Qr) + 2 fl ®t) + DRA Crit, @ rit) = 0 (4) 

First of all, from the assumptions on x,y we know that all terms of 
(4) are non-zero and no two terms of the third sum in (4) are equal, 
consequently between terms of the third sum in (4) there are no K-linear 
relations. On the other hand, it is easy to see that x =Æ k + (es Q ea), y Æ 
f * Ce, Q e ) ias a result, in the third sum in (4) there is at least one term 


ri ti & ri tı which can't appear in the first and second sums in (4). Then 


this term can't be cancelled which contradicts the assumption that their sum 
equals to zero and the proof of (b) is ended. 
(c)Since we have 
J(K(A) 69 KCA')) D> JOKCA)) OKA) + KCA) 9 JOK (A), 
it is sufficient to show that algebra 
A =[K(A) G KCAD ]/LJCK (A)) 69 KON) + KCA) 9 

JOK CA ))] 

c [K(A)/J(K(A))] G8 LEK CAD /J CK CA ))] 
is semi-primitive. By Theorem B, J(K(A)) is the ideal generated by all 
regular paths in A, but every regular path has a regular arrow as its subpath, 
so J( K(A) )is, in fact, the ideal generated by all regular arrows in A. As a 
result, K A)/J CK (A)) = K(A), where A is directed graph obtained from 
A by taking off all its regular arrows. According to (b), the tensor product 
of two semi-primitive path algebras is semi-primitive,so algebra A is 


semi-primitive and our proposition is proved. 
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Remark  Since,by Theorem B,semi-primitivity is equivalent to 
semi-primeness for path algebras, Proposition 3 remains true if word 
"semi-primitive is replaced by word “semi-prime’ everywhere in its 
statement. 
Proposition 4 
(a) K(AU), i = 1,7, n,are right noetherian algebra 
SK(A) G9 - QK(A™) is right noetherian; 

(b) K(A x = x A0) is right noetherian 
eK(AP),i = Lleyn „are finite dimensional algebra. Here 
assume that every A^ contains at least one arrow. 

Proof (a)"«-".Suppose that one of those K(AU?)),e.g., K(AU!) is 
not right noetherian and contains an infinite ascending chain of right ideals 
Í Ia}, then, as is easy to see. | I, Q … Q K(AU?) | should be a same kind 
chain in K (AU) @ + 69 K(A™), a contradiction to our assumption. 

Now we are going to prove =>”, considering only the case n = 2 as its 
proof suits also to general case. Let K( A), K(A') be right noetherian, then 
A, A have properties indicated in Theorem C,and from the proof of 
Proposition 3 in [2] we know that for any two vertices a, b(a’,b’) of 
ACA), e, * K(A)e,(e, + K(A’) * ej) is either finite dimensional space, or 
finitely generated module over K[w](K[w’ ])-algebra of polynomials over 
K in one indeterminate w(w ), where w(w’) is the shortest cyclic path at 
b(b') in ACA’). 

Suppose that K(A) ® K(A') contains an ascending chain of right 
ideals: 

R,CR,C--CR,G-:. (5) 
Since A, A'are finite directed graph, K(A) C9 K(A') has identity 1 = 
> e, Q9 eo where a,a' take over all vertices of A, A’. Therefore, to prove 


that the chain (5) stops at finite steps, it is sufficient to show that for 
arbitrary a, a , b, b’, the following chain 
(e, C9 e") Ry Ce, G9 ey) Z Ce, Q e") Ra(e; C9 ey) Cn (6) 


stops at finite steps. 
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We have 
M = (e, & e )CKCA) O KCA' )) Ces Q ep) 
=~ e,K(A)es & eK (A Jey. 


According the result about e,K (A)e, recalled above, we know that M is a 


finite dimensional vector space over K ,or a finitely generated module over 
K O9 K[o'] = K[w' jor Klw]@®K = K[w J-algebra of polynomials over 
K in one indeterminate, or a finitely generated module over Klo] Q 
K[ w ]-algebra of polynomials over K in two indeterminates. By Hilbert 
basis theorem. M is a right noetherian module in all those cases. Since (6) is 
an ascending chain of submodules in M, (6) must stop at finite steps. 

(b) As easy to see, it is enough to consider the case n = 2 and to prove 
“=>” only. 

Suppose that K(A x A’) is right noetherian, consequently, its 
homomorphic image K (A) © K(A') is the same, and by (a) we have that 
K(A) and K(A') are also the same. By Theorem C we have that either 
K(A)CK(A')) is of finite dimension or A(A') contains cyclic paths. 
Suppose. for example, that A has a cyclic path: 


B y 


a 一 > 六 一 二 ~ 一 


` f a Ed F r * 
Take arbitrary arrow a —*b' from A’. Its existence is guaranteed by our 


assumption. Then in A X A’ we have: 


(a, Korea) © ,、 (Bs ea") (Y, One) 
(a,a ) ———*- (b, a’) —> ++ —~ (a, a’) 
| 
(a, b’) 


According to Theorem C we conclude that K(A X A') is not right 
noetherian. This says that there are no cyclic paths in A and A’. But A and 
A are finite directed graphs, as A X A’ is finite (by Theorem C), so K(A) 


and K (A ) are finite dimensional. Our Proposition is proved. 


$ 3. Tensor Algebra Over Valued Graphs 


In this section we extend results in above paragraph to the case of 
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tensor algebras over valued graphs. 


Recall that a finite valued graph is a triplet ( ^ ;d, g | , where ` is a 


shiy 


finite set (of vertices), its elements are denoted by a,b,'',d and g are 
maps from > x 5 to set of non-negative integers. Write d(a, b) = dy, 
g(a, b) = ga and suppose that there exists positive integer da, V a € ^ ; 


such that dida = Zada, Va,b € > . Describe the maps graphically as 


follows: 


TR 

An F-modulation of a valued graph | >) ;d, g ) is, by definition, a collection 
| Da. aMi, a,b € 5 ) „where D, are division algebras over a fixed field 
F , aM; are D,-D,-bimodules, field F acts on aM, centrally and the following 
equations hold: [ D;: F |= 4,,[,M;:D,] = da, [oAMs:Ds = gas Ya, b 
€ ». 

For the sake of brevity we write simply » for valued graph 
( » ;d, g) and (D, M, F) for its F-modulation | Das ,My,a, b € 5) 

For an given field F, F-modulation (D, M, F) of a finite valued graph 


» always exists([4]), from it we can construct a F-tensor algebra T = 


T| 5), D, M F)over 3) with( D, M, F)as followsLet D =@D,,M 
= PaM , and M may be considered as D-D- bimodule naturally, then 
T= DAMOM” Q- QMQ 

where M"+P = M? @pM. The multiplication in T is induced by tensor 
product.It is easy to see that tensor algebras over valued graphs are 
generalizations of path algebras over finite directed graphs. They play an 
important role in the representation theory of algebras. 

Hence, all valued graphs concerned contain at least one d; # 0. 


For sake of convenience recall some results from| 3]. 
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Theorem DITheorem 6 in (3D) Tensor algebra T = TI > ,D,M, F) is 
prime >) is connected, i.e., for any a,b € > there exist a chain of 
vertices a = @1,@2,°**;a, = b such that daa, A0, 1S z nl. 

Theorem EITheorem 7 in [3]) 

(a) The Jacobson radical J(T) of T = TÍ S. D.M.F]is a 
D-D- module generated by all regular monomials; here, a monomial q € T is 
called regular if there are (possibly trivial) monomials p1, p> such that 

Pi Oa p? = mi, C9 mi, OO mi, 
where m; C, Mi, 1 S £L n with i444 = i4. 

(b) T is semiprimitive if and only if there are no regular monomials 
in T. 

(c) The Bear radical of T is equal to J( T). 

Theorem F Therm 8 in (3) T = T | > ,D,M, F) is right noetherian 
e ` satisfies the following conditions: If 

Baa,’ Ba,a, Baa, 7^ O, 
then 
Baa, 7 liga, 6 = b a, Vlt mn 
here a,41 = a4. 

The following proposition is the main result of this paragraph(in the 
following © = Qg). 

Proposition 5 Let $4 < i S n be finite valued graphs and 
(DŒ, M,F) their F-modulations with fixed field F.Let T(? = 
TI Y, D,MOG, F) and A = T Q- G9 T™ . Then we have 

(a) A is prime F-algebra Geach T?, 1< i< n, is prime F-algebra; 

(b) A is semiprimitive( semiprime) F-algebra®each T(?,1 « i xin, 


is semiprimitive (semiprime) F-algebra; 


(c) J(A) = > TY Q BDTV OTOOTO Q Q 
T?; 
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(d)A is right noetherian F-algebra™each Tis right noetherian 


F-algebra. 


yzi 


To prove the above proposition by using Theorems D, E, F, is the same 
as proving the corresponding results for path algebras by using Theorems A, 
B,C, if we can show first that some necessary corresponding lemmas in 
those proofs are true. To avoid repetition, here we simply state and prove 
those lemmas, and as above only for the case n = 2. 

Lemma 1 Let 

= TUS, D,M,FJ,T =(5V,DĎD, M,F), A=TQT, 
let e, (e,")be identity of D, (Da )}. Then we have 

(a) If s, t, r € Aand 
s * (ea Q e) FO, (e, Qer)’ t * (ey Qer) FO, Cen CO ey) + r FO, 
then 

s*(e Bev) t+ (eQ er)’ r #0; 
(b) Let e =e, We, * Ife*z*ezz0, = x, y € A, then 
e-xceteryreterxccreryre #0. 

We omit its proof which is similar to the one above. 

Lemma 2 Let{a,,¢ = 1,2,°°:,2}be a chain of vertices in valued 
graph > with property: gaa,,, = 11<t << n,and a,4, = a1. Then we 
have 

(a) Left D,,-dimension and right D,,-dimension of the D,,- 


D,- module 

N =a Ma, C9p… pas Ma, 
contained in T — TÍ 5 ,D,M, F) are equal to 1. 

(b) The F-subalgebra of T, 
B=D +N+NË cc N+, 

where N as in (a),is isomorphic skew polynomial ring D, [x] in one 
indeterminate x over division algebra D, (i.e. in D, | x ]we have dx = 
xd ford,d € D, ). 


Proof We know that the left D, — dimension of ,M, = d, and it is 
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right Dj ~ dimension = g,,.It is easy to see that 


the left D, — dimension of Msg, aM. = 


| 
&, 
S 
a 
= 


the right D, — dimension of ,M,gp, 4M. = Bab * Eu 


So according to our assumption we have 

the right Da 一 dimension of N = Baa, Baa, = 1. 
Since dadap = Eada, therefore 

da da a, * da,da a, * 7 * dadaa = Baa, da, * Baa da," 77 * Baa, fa 
Eliminating d; from both side of above equation we get the left D,, — 
dimension of N — 1. As a result every non-zero element x of N forms a 
basis of both right Da, — space N and left Da, — space N, consequently we 
have dz = xd ,d,d € D,, and B = D, [x]. 

Lemm 3 (a) Let D be a finite-dimensional division algebra over a 
field F, A be right noetherian F-algebra with identity and D[ x | be a skew 
polynomial algebra in one indeterminate x over D. Then A Qr D[x] is 
also a right noetherian algebra. 

(b) Let D; be a finite-dimensional division algebra over a field F and 
D;[x;] be a skew polynomial algebra in one indeterminate x; over D,1 < å 
< n. Then their tensor product over FD,l 21} Qr C9gD,[ x, ] is a right 
noetherian algebra. 

Proof Obviously (b) is a consequence of (a). (b) is needed in the 
proof of (d) in Proposition 5 above. We now prove (a). For this arbitrarily 
take a non-zero right ideal of A ® D[ x] and prove that it is a finitely 
generated one. 

Suppose |d;,°"',d,{ is a F-basis of D, consequently {djx', 1zij« 
n,i arbitrary nonnegative integers} is a F-basis of D[ x ] and each non-zero 


element r of R can be uniquely expressed as 
r= 2,49 d,z', 075 a; € A. (7) 
i,j 


For fixed j the maximum value of i in d; z appeared in (7), i.e., s, is 
called to be the highest order of r respective to d;, and a;, is called to be the 


highest coefficient of r respective to d;. 
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Let A, = 10 and highest coefficients of all non-zero elements of R 
respective to dı}. By multiplying elements of R from right by a & 1 (a 
€ A, the identity 1 € D) we obtain that if b € A,, then ba € A,. By 
multiplying elements of R from right by 1 Q z'(the identity 1 € A) we 
get A, is closed under addition. So A, is a right ideal of A. Similarly we 
know that for any non-negative integer m, 

Aim = 10 and highest coefficients of all elements of R with highest 

order m respective to d4! 
is a right ideal of A, and 

A, =U Aim. 

Since A is right noetherian, each Aj,, is finitely generated and A, = A, p 
for some positive integer p. For each Aim, m < p, take a finite generating 
set (of course we can suppose all those sets have the same number 1 of 
elements): a814,1,', Aim. Obviously faim 0S m x p,ls« ist isa 
finite generating set of right ideal A,. 

Take an element in R having aim; as its maximum coefficient 
respective to d, and denote it by r;,;. Let R, be the right ideal of A Q 
D[ x] generated by the set rim 0m «x: p, lix tl.Itis easy to see 
that for arbitrary element r € R there exists r1 € R such that in the 
expression (7) of r-r, there are no terms of the form a (9 d, x/,i 2 0. 

Let R^ = {all those elements of R whose expressions (7) contain no 
terms of the 
and 

A; = 10 and highest coefficients of all non-zero elements of R’ 
respective to d>}, 

Azam = 10 and highest coefficients of all elements of R’ with highest 
order m | 
Although R’ is no longer right ideal of A 办 D[z], using the same 
argument as above we still get that A>, A;,, are right ideal of A. Then, 


repeat the above arguments and get a finite subset of 
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A GO D[x]:iro, 0 m p, 1s is tl. 
Denote by h2, the right ideal of A ® D[ x] generated by it. Then we have 
that for arbitrary element r € R there exist r4 € R,and r; € R3, such 
that the expression (7) of r-r,-r; contains no terms of the form a (X) d, x' 


or a Qd, x',i 20. 


n 
Continuing our argument in the above way we get R = » R;, where 
i=1 


each R; is a finitely generated right ideal of A &) D[z ], and complete proof 
of our lemma. 

Finally we remark that Lemma 1 is true for tensor algebras over 
general (infinite and da, dap can be infinite cardinals) valued graphs, and 
consequently the statements (a) (b) (c) of Propo-sition 5 are true for 
general case too. (cf. the corresponding theorems in [3]). Since Lemma 3 
is true under condition that D is a finite -dimensional algebra over F, the 
statement (d) of Proposition 5 is true only when d,, a € ^ , are positive 


integers. 


References 

[1]Liu Shaoxue, Luo Yunlun, Xiao Jie, Isomorphism of path alge- 
bras, J. of Beijing Normal Univ. 1986, (3):13— 20 

[2]Liu Shaoxue, Geometrical properties of directed graphs and alge- 
braic properties of their path algebras. Acta Math. Sinica, 1988, 
31:483 — 487 

[3]Liu Shaoxue, Isomorphism problem for tensor algebras over valued 
graphs, Science in China (Series A). 1991,34(2):10— 15 

[4]Dlab V., Ringel C. M. , Indecomposable representations of graphs 
and algebras, Memoirs Amer. Math. Soc., Providence, 1976, 173 


—7 192 一 一 


Rings, groups and algebras in China， 
Lecture Notes in Pure and Applied Math. (Vol. 181), 
New York: Marcel Dakker Inc, 1996;159 ~ 179 


有 限 维 代数 的 表示 论 在 中 国 


Representation Theory of Finite-Dimensional 


Algebras in China 


Shao-xue Liu 
Department of Mathematics, Beijing Normal University, China 
Pu Zhang 
Department of Mathematics, University of Science and Technology of 


China, China 


Representation theory of finite-dimensional algebras, which originated 
at the end of the 1960's, has made rapid progress in the last decades. In the 
mid of the 1980's Professor Shaoxue Liu began a seminar on this theory in 
Beijing Normal University ; after almost ten year's effort, a research group in 
this field has been formed in China. The aim of this article is mainly to 
report some of the works of this group up to 1992. 

During the period of developing representation theory of algebras in China, 
many foreign colleagues have kindly provided their help and suggestions. Some of 
them have given lectures in Beijing: M. Auslander, V. Dlab, D. Happel, I. 
Reiten, C. M. Ringel, K. W. Roggenkamp, A. Skowronski and L. Unger. We 
take this opportunity to thank all of them. 


Contents 


1. The structure of Auslander-Reiten components 


—— 193 —— 


|i 


BEznbis 


.Some invariants of modules 


.Tilting modules and tilted algebras 


.Quasi-hereditary algebras 
. Hall algebras 


+ 


2 
3 
4.Stable equivalence and triangle equivalence 
5 
6 
7 


. Uniserial modules over commutative Artin ring 

8. Some related topics 
1 The Structure of Auslander-Reiten Components 

Let A be an Artin algebra with the Auslander-Reiten quiver l'( A) and 
the stable Auslander-Reiten quiver T,(A), c = DTr the Auslander-Reiten 
translation. An indecomposable A-module M is called stable (resp. 
periodic) provided t°M 0 for all n € Z (resp. r"M = M for some m € 
Z).A component of the Auslander-Reiten quiver Ta which consists of stable 
modules is called a regular component. Riedtmann [Rm] introduced the 
concepts of (stable) valued translation quivers. The typical examples of 
those quivers are respectively l'(A) and I,(A). Another example of stable 
valued translation quiver is ZA.Note that any connected stable valued 
translation quiver is of the form ZA/ G, where A is a connected valued 
oriented tree and G is an admissible automorphism group of ZA. 

If A is a representation-finite algebra over an algebraically closed field 
k, then Riedtmann proved in [Rm] that the components of [,(A) are of 
the forms ZA/ G,where A is a Dynkin diagram.In their paper [HPR], 
Happel-Preiser-Ringel proved: if C is a component of the stable 
Auslander-Reiten quiver of an Artin algebra containing periodic module, 
then C is either of the form ZA/G, of else ZA «./ (7^) , where A is a Dynkin 
diagram, and A ~ is the infinite diagram. In fact, the existence of a periodic 
vertex in a connected valued stable translation quiver C implies that all 
vertices are periodic;in this case C is said to be periodic, otherwise 
non-periodic. The periodic regular components must be the regular tubes, 
i.e. ZA w/t") for n Z2 1. The structure of periodic stable valued translation 


quivers with subadditive functions is also given in [HPR]. But what is the 


一 一 194 一 


case for the non-periodic translation quivers with subadditive functions? 
This was settled by Y.B.Zhang in her doctoral thesis [55] under the 
direction of C. M. Ringel: 

Theorem([55]) Let C be a non-periodic connected valued stable 
translation quiver with a non-zero subadditive function f with values in No. 
Then either C is smooth and f is additive and bounded, or else C — ZA for 
some valued quiver ^. 

The proof [55] is rather complicated and technical. She considered the 
first homology group of the orbit graph of C and some additive function on 
it measuring the difference between the numbers of forward and backward 
arrows in any walk.In order to write C in the form ZA, it is necessary to 
find a suitable orientation on the orbit graph of C.The above theorem has 
the following useful corollary. 

Theorem([55]) Let C be a non-periodic component of the stable 
Auslander-Reiten quiver of an Artin algebra A. Then, C = ZA for some 
valued quiver A without oriented cycles. 

It is then natural to ask what kind of valued quivers A can actually 
occur in C = ZA, where C is a regular component of '( A). If A is a finite 
wild quiver with | Ap | 3, then it is well known that H = kA has a regular 
tilting module pT, and the connecting component of the tilted algebra B = 
End yT is of the form ZA (see[ R21). Let A be a connected symmetrizable 
valued quiver without oriented cycle and assume that after deletion of 
finitely many vertices and arrows one obtains a disjoint union of quivers of 
type A..;then there exists an algebra with regular component of the form 
ZA (see| CR |). 

S. P. Liu [17] introduced the concepts of the left and right degrees of 
irreducible maps;this turned out to be useful in dealing with the possible 
shapes of Auslander-Reiten components. He used these concepts to give a 
new (non-combinatorial) proof of the Happel-Preiser-Ringel theorem which 
states that periodic regular Auslander-Reiten components are regular tubes; 


the proof does not even use Riedtmann's structure theorem for stable 
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translation quivers. 

In [R3] Ringel proposed the following open problem: "Let A be a 
finite-dimensional algebra over an algebraically closed field. Is it true that all 
but finitely many components of l'(A) are of the form ZA&,ZA»/ (c^) 
and ZD.?” Y.B.Zhang ([56]) used the spectral radius of the Coxeter 
translations of some labeled trees to prove that any non-periodic regular 


component of the Auslander-Reiten quiver of an Artin algebra, whose 


3 3 
| o Zh, [3 , fa ms, 
growth number is less than c = 2*4108 + 42 108: İS of the 


form ZA «, ZAw, ZB, ZC% or ZD ». This gives a partial solution to the 
problem above. 

C.C.Xi ([29]) determined the structures of a finite-dimensional 
connected wild hereditary algebra A with the growth number p( A) < c. 

Ringel [R3] has conjectured that in an Auslander-Reiten component P 
only finitely many indecomposable modules can have the same composition 
factors. Y. B. Zhang proved in [57] this is true for hereditary algebras, i. e. 
the indecomposable modules in any AR-component of a wild hereditary artin 
algebra are uniquely determined by their dimension vectors. 

S.P. Liu showed in [17] that a maximal connected left (or right) 
stable subquiver of [( A ) containing some special r-orbits is either a regular 
tube or can be embedded into ZA... Liu's result is as follows: 

Theorem ([17]) Let T be a maximal connected left stable subquiver 
of I'C A). Assume that there is a module X in T such that /( &"X) does not 
tend to infinity as n tends to infinity. Then either T is a regular tube or 
there is an infinite path: 一 X;,; — X; > + — X, > Xo in T with the 
properties that 

1) The path meets each r-orbit in T exactly once; 

2) For any integer i 之 0, the arrow X;,, — X; has trivial valuation in 
r(A); 

3) Xo has exactly one immediate predecessor X, in T,and for each 


integer 1 > 0, X; has exactly two immediate predecessors X;,, and zX;., 
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As a consequences Liu showed that Ringel's above conjecture is also 
true for the components with only finitely many r-orbits. And then he got 
that:a finite-dimensional algebra A over an algebraically closed field is 
representation-finite if and only if l'( A) admits only finitely many r- orbits. 


Recall that an indecomposable module M is said to be directing, 


f f- 
provided that M does not belong to any cycle M = Mo —. M, 


M, = M(r = 1), where M; are all indecomposable and f; are non-zero 
non-isomorphisms. A directing module has many pleasant properties. For 
example, an algebra A which has a sincere directing module must be a tilted 
algebra. (Recently this concept was generalized to arbitrary modules (not 
necessarily indecomposable, [ HR2 ])) . 

An Auslander-Reiten component C which consists entirely of directing 
modules have been studied by Skowronski-Smal $ [SS] : such a component C 
can have only finite many r-orbits, and if in addition C is regular, then C is 
the connecting component of some convex subalgebra B of A with B a 
tilted algebra.It follows that an algebra can have only finitely many 
components which consists of directing modules.Peng-Xiao ([21]) and 
Skowronski ([Sk]) independently proved the following result. 

Theorem ({21], [Sk]) The Auslander-Reiten quiver of an Artin 
algebra admits at most finitely many D Tr-orbits containing directing 
modules. 

In order to give a criterion for an Auslander-Reiten component being a 
directing component (i.e.the component in which every indecomposable 
module is directing), P. Zhang [52] introduced the notion of quasi-slice, 


then proved that an AR-component C with a quasi-slice 2, is directing if 


and only if the modules in > are directing. For an A-module M, we may 
form the one-point extension B = A[M],and we call the component of 
T(B) which contains the new-added indecomposable projective B- module 
the extension component. The following theorem provides a method of 


constructing the new directing component: 
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Theorem ([52]) Let C; be a directing component of (A) for 1S 


iX; m, M a directing module (in the sense of [HR2]) with all indecompos- 


able direct summands lying in the union U C;.If M is not the proper 
predecessor in A-mod of any projective A-module, then the extension 
component of l'( B) is directing. 

In [24] Peng considered the algebras over which the indecomposable 
projective modules are all directing:if A is such an algebra with an 
idempotent e, so is A/ AeA ;and A is representation-finite if and only if its 
Tits form is weakly positive definite. The following result was also proved in 
[24]:let A be a finite-dimensional algebra with directing projective and 
directing injective modules, C a component of I'( A) which contains at least 
one non-stable module; then C is a directing component. 

Recall that an A-module M is said to be the middle of a short chain if 
there is some indecomposable A-module X such that Hom A4( X, M) 40 
and Hom 4( M, ,X) Æ 0. By definition, an indecomposable A-module M is 
on a short cycle provided there is an indecomposable A-module N and 
nonzero nonisomorphisms f: M >N and g:N — M. Short chains and short 
cycles were extensively studied by Reiten-Skowronski-Smal ¢ in [RSS1, 
RSS2] and Happel-Liu [ HL]. In particular, these two concepts are the same 
for indecomposables, i. e. let M be indecomposable;then M is the middle of 
a short chain if and only if M is on a short cycle, see [HL]. 

2 Some Invariants of Modules 

One of the basic problems in representation theory of algebras is to look 
for suitable invariants to determine indecomposable modules. The typical 
invariant of a module M is the dimension vector dim M of M . Some criteria 
for indecomposable modules to be determined by their composition factors 
(i.e. if M, N are indecomposable with dim M = dim N, then M & N) can 
be found, for example, in [DR1, BS, AR1]. 

Now let the base field be algebraically closed.J. Y.Guo [2] considered 
two classes of algebras:algebras stably equivalent to representation-finite 


hereditary algebras and representation-finite self-injective algebras. Some 
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sufficient and necessary conditions for the indecomposable modules over 
these algebras to be determined by their composition factors were given. 
Two algebras A and A' are said to be stably equivalent, if the categories 
A^ - mod and A - mod are equivalent, where A - mod denotes the category 
which has the same objects as A-mod, and the morphism set is given by 
Hom(X, Y) = Hom(X, Y)/P(X, Y), where P(X, Y) is the additive 
subgroup of Hom (X, Y) consisting of the maps which factors through 
some projective module. Let A be an algebra with the Gabriel quiver Q4; 
the vertex i in Q4 is called a node provided P(z) is not simple and for any 
pair of indecomposable P (j), P(A) and nonzero maps f:P(j) — P(i), g: 
P(i) ~ P(h), we have fg = 0.Let i be a node of Q,;then a path in Qa 
of the form j — i — A is called an hindrance. A subquiver of Q4 consisting 
of arrows starting from a vertex j is called a joint of Q4 with the source 
of j. 

Theorem([2]) Let A be an algebra stably equivalent to a repre- 
sentation-finite hereditary algebra. A sufficient and necessary condition for 
any indecomposable modules to be determined by their composition factors is 
that the Gabriel quiver Q4 satisfies the following conditions: 

1) Two end points of a hindrance-free walk of Q4 with more than one 
arrow do not coincide. 

2) The vertex set of two joint connected subquivers without a common 
arrow are not the same. 

Theorem([3]) Let A be a connected representation-finite 
self-injective algebra with D',(A) = ZA/ II, where A is a Dynkin diagram 
with » vertices. Then every indecomposable A-module is determined by its 
composition factors if and only if A is either a local algebra or else the 
number of non-isomorphic indecomposable projective A-modules is larger 
than n. 

From the above result we know that not all representation-finite 
self-injective algebras have the property that indecomposable modules are 


determined by their composition factors, so J. Xiao considered some other 
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more precise invariants to determine the indecomposable modules. For 
definitions of the Loewy factors LdimM and the socle factors SdimM of a 
module M we refer to,e.g.[37]. The stable AR quiver T,(A) of a 
representation-finite self-injective algebra A has the form ZA/ x, where A is 
a Dynkin diagram, and is called the Cartan class of A. 

Theorem([37]) Let A be a self-injective algebra with the Cartan 
class A, ;then every indecomposable module M is determined by LdimM 
and also by SdimM. Moreover, LdimM is a (0, 1)-matrix. 

A typical example of this kind algebra is a Brauer block of a group 
algebra k| G] with defect group a cyclic p-group, where G is a finite group 
and k is an algebraically, closed field of characteristic p. 

The self-injective algebras of Cartan class D, are divided into two 
types:two-cornered algebra and three-cornered algebra, according to the 
type of the configuration of ZD, ;for notations we refer to the original paper 
[BLR]. For a two-cornered algebra A, Xiao [41] proved that the indecom- 
posable A-module M is determined by LdimM and also by SdimM. 

Theorem({41]) Let A be a two-cornered algebra, X and Y two 
indecomposable non-simple modules;then X = Y if and only if topX = 
topY,socX  socY. 

For a three-cornered algebra, Xiao [42] also got similar results. The 
formulas for computing the Loewy factors and the socle factors of indecom- 
posable modules over the representation-finite self-injective algebras with 
Gartan class A, and D, were also given in [37,41, 42]. 

Riedtmann's theorem about the structure of stable Auslander-Reitan 
quiver of repre-sentation-finite self-injective algebra A over an algebraically 
closed field can be extended to an arbitrary field;in this case [,(A) is of 
form of ZA/n, where A is a diagram of the classes A,, Dp, E,(» = 6,7,8), 
Ba, Cn, F4, G2, . Yang-Xiao [46] determined the structure of indecompos- 
able modules over a representation-finite self-injective algebra with Cartan 
class B, and C, over a perfect field k, and the k- species of representation- fi- 


nite selfinjective algebras with Cartan class B, or C,. If k is an arbitrary 


—— 200 —— 


field, Xiao-Yang also considered this question for a self-injective algebra 
with Cartan class B, or C,;they determined the configurations of ZB, and 
ZC, , and the admissible automorphism group r. 

Theorem([45]) Let k be an arbitrary field and A a 
representation-finite selfinjective k-algebra with Cartan class B, or C, , and 
r(A) = (ZB,)c/x or T(A) = (ZC, ) c/n. If n= (7)? (2n - 1)/r, then 


A is a standard algebra. 


Let A be a £-algebra;the trivial extension algebra T(A) A 区 
D(A )is defined as:the addtive group of T(A) is A @ D(A) A 中 
Hom,(A, &), and the multiplication is (a, 9)(b, 9) = (ab,aj + gb), 


Va,b € A,9,4 € D(A).One basic result about representation-finite 
trivial extension algebras is: if A is a basic connected finitedimensional 
k-algebra, then T ( A) is representation-finite of Cartan class A if and only if 
A is an iterated tilted algebra of Dynkin type A. Xiao [38] gave a sufficient 
and necessary conditions for a representation-finite selfinjective algebra to be 
a trivial extension algebra.Xiao-Zhang [44] studied the properties of 
indecomposable modules over the trivial extension algebra of an iterated 
tilted algebra. 

Let A be an iterated tilted algebra of type A;the repetitive algebra A 
has the additive structure( CD A;) CD ( 电 Q;) with A; = A, Q; = D(A) 
for i € Z, whose multiplication is defined as follows. 

(ai, 9); * (bis 9); = Cadi, aid; + pibi);. 

for (ai, pi)i, (bis Jj); € A.Let v be the Nakayama automorphism A — 
A;then T(A) = À/v and v induces the Galois covering functor 1; À > 
T(A) and an automorphism of A-mod.Then Happel’s theorem in [H2] 
says that A- mod D’ (A), and T,(T(A)) = T'( D! (£A ))/(T?c) , where 
À- mod is the stable category of À- mod; B? ( A) is the derived category of 
A,and T?r is just the automorphism of À induced by the Nahayama 
functor v. We denote by x the covering functor from À-mod to T ( A )-mod 
induced by x: À — T (A). The indecomposable T ( A ) - module M is said to 
be on platform, if there is X € À- mod such that x( X) = M and X as an 
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object of A- mod belongs to a component of form ZA of F(A- mod) = 
T(D'(kÀ)). 

Theorem([44]) Let T(A) be the trivial extension of an iterated 
tilted algebra of type ^, X a T(A)-module on platform; then the number of 
isoclasses of the T(A)-modules on platform which have the same 
dimension vector as X is at most n, where n is the number of vertices of A. 

Theorem((44]) Let T(A) be as above X and Y the 
T (A )-modules on platform; then the followings are equivalent. 

1) X=Y; 

2) top X top Y, and soc X — soc Y; 

3) Ldim X = Ldim Y; 

4) Sdim X = Sdim Y. 

3 Tilting Modules and Tilted Algebras 

We recall the definition of tilting module (see e.g. Happel-Ringel 
[HR1]).Assume that A is a finite-dimensional algebra over a field k;a 
module 4T is called a tilting module provided the following conditions are 
satisfied: (i) the projective dimension of T is at most 1; (ii) Ext (T, T) = 
0 and (iii) there exists an exact sequence 0 —4A 一 Ty > Tı - 0, where 
To, T, € add T, the module class which consists of all possible direct sums 
of direct summands of 4T . Note that under the conditions (i)and (11), (iii) 
is equivalent to (iii): the number of the non-isomorphic indecomposable 
direct summands of T is just the number of simple A-modules. Note that 
any algebra A has at least one tilting module,i.e. 4A. And a selfinjective 
algebra has a unique tilting module. Assem constructed such an 
non-selfinjective algebra which has a unique tilting module; and Happel gave 
a sufficient and necessary condition for such an algebra, see [H2] [I .2. 14. 
Lin-Peng [8] proved that A has a unique tilting module if and only if every 
simple A-module S(a) is a direct summand of top I(b), where I(b) is an 
indecomposable injective module. 

For a tilting triple (A, T, B)(i.e., T is a tilting module over A, and 
B — End( T)), we may form the module classes: J ( T), F( T), X( T), and 
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y(T)(see [R1]);then (J(T), F(T)) is a torsion pair in A- mod and 
(X(T), y (T)) is a torsion pair in B-mod. By definition, a tilting module 
T is separating provided that (J( T), F(T)) is splitting in A-mod, i.e. 
any indecomposable A-module either belongs to J ( T),or to F(T);T isa 
splitting tilting module provided that (X(T), y(T)) is splitting in 
B-mod. Note that if A is hereditary, then any tilting A-module is splitting. 
P. Zhang ([50]) proved that a tilting module T over a hereditary algebra A 
is separating if and only if T is a slice (in the sense of Ringel [R1]) in 
A -mod. 

Slices provide an inner charcterization to the tilted algebras. Recall that 
an algebra B is called a tilted algebra if there exists a tilting triple (A, T, 
B) with A hereditary. This class of algebras is extensively studied by many 
people for their importance in the representation theory of algebras. For a 
tilting triple (A, T, B) with A = kA, if A is a Dynkin diagram, it is clear 
that B is representation-finite. If A is an Enclidean diagram, then B is 
represantation-finite if and only if T has a non-zero preprojective direct 
summand and a non-zero preinjective direct summand;and in other cases, B 
is of tame type, see [R1]. If A is wild, the representation type of B is not so 
easy to see. Kerner [K] has given a method to determine the representation 
type of Biin [25] Peng gave another algorithm: 

Let A be a hereditary algebra, AT a tilting module; then there is an 
integer s -> 0, a sequence of hereditary algebras (oA 1A,…, A), a sequence 
of module (9 T,, T,:*,,T) and a sequence of non-negative integers (mo, 
04,7, m, 1), such that 

(a) oA = A,oT = T,,T is a tilting ,À- module, and ,T has no 
preinjective direct summands in mod ,A, 

(b) If s > 0, then ;T = ;T' CD ,T' for 0 <i € s,such that for any 
indecomposable direct summand X of ;T',c7:X is a non-zero projective 
;À -module; and any indecomposable direct summand Y of T", c": Y is nota 
project A-module (where r; is the relative Auslander-Reiten translation). 


Denote by e; the idempotent of ,A corresponding to projective ,A-module 
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iT ;then ;414 = A/ Cei ia T 一 vu T. 

Theorem ([25]) With the above notations one has 

( i ) B is representation-finite if and only if A = 0 and A, = 0. 

( il ) B is of tame type if and only if ,A or A, is tame, and no one is 
wild. 

(iii) B is of wild type if and only if A or A, is wild. 

The shape of Auslander-Reiten component of a hereditary algebra A is 
well known,see [R1]; it has one preprojective component and one 
preinjective component, and all other components are quasi-serial, i.e. , the 
regular tubes or the components of form ZA... It is natural to ask what the 
shapes of components of a tilted algebra look like. It is well known that any 
tilted algebra has a connecting component , which is a directing component. 
The structure of a regular component of a tilted algebra which is not a 
connecting component is also known; it is also quasi-serial. Ringel [R3] 
asked the following question: what are the possible structures of non-regular 
components of tilted algebras? Strauss [S] proved that any tilted algebra has 
exactly one preprojective component and one preinjective component. S. P. 
Liu [18] gave a description of the other components of a tilted algebra by 
using the relative Auslander-Reiten sequence in JLT] and F[ T ], and ray 
insertions and coray insertions, which are introduced in [ R1]. Let us recall 
some notions. 

Let P be a translation quiver. A vertex x of T is called a ray vertex if 
there is an infinite sectional path 

x = rlil—xi2]--:--zxinl--- 
in F, such that for each integer i > 0, the path x ~ =+ — x[i +1) is the 
only sectional path of length z in T which starts at z . For a ray vertex in T 
as above and integer n > 0, we may define a new translation quiver l'| z, 
n ], and then define a translation quiver T [zo, n, lL zi, nil [z n. ] by 
induction, which is called a translation quiver obtained from I by ray 
insertions,see [18]. There is a dual concept of a coray vertex and coray 


insertions. 
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Theorem([18]) Let A be a hereditary connected Artin algebra. Let 
T be a tilting A-module and B = End AT, C a component of T (B) other 
than the connecting component of B.If C is neither a preprojective 
component nor a preinjective component, then either C is quasi-serial or C is 
obtained from a quasi-serial translation quiver by ray insertions or by coray 
insertions. 

Liu also determined the shapes of components of [(B) which lie 
completely in y ( T), where (A, T, B) is a tilting triple with T a splitting 
tilting module. 

A partial tilting module is a direct summand of a tilting module. If A is 
a hereditary algebra and AT a partial tilting module, then B = End AT is 
also a tilted algebra. By definition, a concealed algebra B is an 
endomorphism algebra of a preprojective tilting module over an hereditary 
algebra.This is a tilted algebra which has two components containing a 
slice.P. Zhang [51] proved that:if M is a preprojective partial tilting 
module over a concealed algebra, then B = End M is either a tilted algebra 
of Dynkin type, or a concealed algebra. So one can check the representation 
type of B by its quadratic form. Using this one can easily prove; Let A be 
a tame concealed algebra, T = Ty @ T; a tilting module with T nonzero 
preprojective and T, regular; then By = EndAT| is also a tame concealed 
algebra. But the situation in the case of A being wild concealed is quite 
different: We have examples to show that Bo can be of Dynkin type, tame 
and wild respectively. 

P. Zhang [47,48] has studied the structure and representation of 
one-point extension of a tilted algebra by so-called foremodules (the modules 
cogenerated by a slice module), especially by indecomposable foremodules. 
This class of algebras contains the class of tilted algebras as a proper subclass 
and also has global dimension at most 2. Let (A, T, B) be a tilting triple 
with A being a hereditary algebra, 4M € J(T), gN = HomA( T, M); 
then (ALM], T ® (M,&,e), B[N]) is also a tilting triple; and T = 
T C(M,hk,e) is a splitting tilting A[M]-module if and only if 
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Homa (F(T), *M) = 0; and when T is a splitting module, B[N] has 
some similar properties as a tilted algebra. Let I(a) be an indecomposable 
injective module over a hereditary algebra A; then A[ I(a)] has the same 
representation type as À ; by this result some classes of representation-finite 
tilted algebras with slices of wild type were constructed in [48]. 
4 Stable Equivalence and Triangle Equivalence 

Let A be a finite-dimensional k-algebra, C(A) the category of 
complexes over A-mod. and K(A) the homotopy category of C(A). Note 


that K(A) is a triangulated category with the triangles of mapping cones. 


A morphism in K(A): X' -二 y' is called a quasi-isomorphism if the 
induced morphism f^; H"( X) — H"(Y') is a group isomorphism for n 
C Z, where H"(X') denotes the n-th homology group of X’. We denote 
by S the set of all quasi-isomorphisms in K(A); then S is a saturated 
multiplicative system in K(A) (see [I]). Thus we can construct a 
fractional category STIK (A); this is called the derived category of A and 
denoted by D(A). In most cases we are interested in D'(A) = (S N 
K^(A)) ! K*(A), the derived category of bounded complexes over 
A-mod. If gl.d.A < ©, then D*(A) is rather simple: D'(A) c 
K'(A-proj.), the homotopy category of bounded complexes over 
A-projective modules. If A is a locally bounded Frobenius k-algebra (i. e, 
there exists a complete set of orthogonal primitive idempotents je, | x € 
I| such that Ae, and e,A are finite dimensional over & for x € I, and the 
projective-modules coincide with the injective modules), then the stable 
category A- mod has a structure of triangulated category. In this way the 
stable category À- mod of the repetitive algebra À of a finite-dimensional 
k-algebra A is a triangulated category. 

Happel [H1, H3] proved that for a finite dimensional algebra A, 
D^ ( A) and À- mod are triangle-equivalent if and only of A has finite global 
demension, and that two algebras which are tilt-equivalent are derived 
equivalent. Thus if A is an iterated tilted algebra of type A, then D'( A) 
D’ (kA); moreover Happel [H2] determined the stable Auslander-Reiten 
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quiver of T(A). Peng-Xiao in [22,23] considered the converse of the 
Happel’ s above results. In [22], they obtained the following result. 

Theorem({22]) If A isa locally bounded Frobenius algebra such that 
there is a triangle-equivalence A — mod = DPCEA)， then there exists some 
tilted algebra A of type A such that A SÀ. 

This result can be essentially considered as a generalization of 
Bretscher-Laser-Riedtmann’s main result in [BLR] in the Dynkin case. 
Associated with the works of Hughes-Waschbüsch in [HW] and 
Tachickawa-W akamatsu in [TW] , there are some interesting corollaries as 
follows.For any finite dimensional &-algebra B,if B is an iterated titled 
algebra of type ^, then B = A for some tilted algebra A of type A; they 
also got that if B is an iterated tilted algebra and e an idempotent, then e Be 
is also an iterated tilted algebra. 

In [23], the following result is proved 

Theorem([23]) Assume that A is a finite-dimension symmetric 
k- algebra such that A — mod = TRA) — mod; then A 之 T (A) for some 
tilted algebra A of type ^. 

As a direct consequence, if B is an iterated tilted algebra of type ^, then 
T(B) = T(A) for some tilted algebra A of type ^. In [52], P. Zhang 
determined the structure of T(B) with a ZA-components: Let B be an 
iterated tilted algebra; then T(B) has a Z A-component if and only if 
T(B) = T(A), where A is a tilted algebra with the connecting component 
ZA. 

Alperin and Auslander-Reiten have conjectured that algebras which are 
stably equivalent should have the same number of non-projective simple 
modules. This has been settled for representation-finite algebra (see 
Martinez [ M1]) and for some other cases, but in general remains open. It is 
sufficient to verify the conjecture for self-injecture algebras ([M2]). A.P. 
Tang considered this conjecture for 3-nilpotent (i. e. rad? A 2*0, rad? A = 0) 
self-injective algebras. 


Let Q be a quiver, Q^ its separating quiver. Tang [28] associated a 
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basic connected 3-nilpolent self-injective algebra A with a class(A, Pos ^, 
pm-1, 1 )in the following way:let A = kQ/I;then soc A = R°, where R = 
rad A,and V = A/soc A is a basic connected 2-nilpotent algebra with the 
same Gabriel quiver as A,thus V is stably equivalent to the hereditary 
algebra kQ". Let Ao; 2 Asa be all the connected components of the 
separating quiver Q ; then A， = A or A, = A” for 0 <= i<m—1 and some 
quiver A. Using anti-antomorphisims 9; A; > A; for 0 xc i X; m-1, Tang 
recovered Q from A;in this sense the 3-nilpotent self-injective algebra A is 
determined by a class (A, Pos Pm-1s 1). If in addition m 之 3,she 
verified the conjecture; 

Theorem([28]) Assume that A is stably equivalent to the 
3-nilpotent basic connected self-injective algebra A,and A is given by (A, 
Q9» 7» @m-1s 1) in the above way. If m = 3, then A and A have the same 
number of non-projective simple modules. 

5 Quasi-Hereditary Algebras 

As pointed out by Cline-Parshall-Scott (e.g. see [CPS]), the 
quasi-hereditary algebra provides a bridge between representation theory of 
finite-dimensional algebras and that of Lie theory. Also, Diab and Ringel 
have made an extensive studies on this class of algebras. 

There are several equivalent definitions of quasi-hereditary algebras. 
The usual one is in terms of hereditary ideals, see [ PS, DR2 1. A quasi- 
hereditary algebra may have many ideals such that the corresponding factor 
algebras are not quasi-hereditary. C. C. Xi [36] showed that an algebra A 
with A/rad"A quasi-hereditary for some n 2, is quasi-hereditary itself. 
Recall that a module M is called semilocal if M is a direct sum of local 
modules (i.e., the module has a unique maximal submodule). Lin-Xi 


proved in [9] that for a semilocal module with Loewy length m, then 


End,( BM / N'M) , where N is radical of A, is quasi-hereditary. This gen- 
eralizes a result in [DR3], which is the special case of M = 4A. 


Dlab-Ringel [DR11 gave an example showing that the quasi-hereditary 
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class is not closed under tilting. Let (A, T, B) be a tilting triple. In [53] 


P.Zhang considered the following questions: under what conditions, is B = 


Seu at 


End 4T quasi-hereditary? And if A is quasi-hereditary, what properties does 


B possess? Let T = BT i); one can construct the module K(i) for 1< 
i X; n from T(i). In the case of K(i) € G(AT), the answers to the above 
questions were given in [53]. 

Schur algebras are important quasi-hereditary algebras. Let >) . be the 
symmetric group;then VŠ” is a > , module under the permutation action, 


and the Schur algebra S,(*,r) can be defined as the endormorphism 


algebra of £ ^ , module V9' Note that if char k = 0,orchark = pr, 
then S,(n,r) is semisimple. 

The structure of the Schur algebras S, ( 5, p), for p a prime was given 
by C. C. Xi in [33]. Note that S, (2, r) with n > r is Morita equivalent to 
S(r, r)([Gr]). So Xi's result can be stated in the following. 

Theorem([33]) Let & be an algebraically closed field with char & = 
p > 0;then each block of the Schur algebra S, (n, p) with n > p is either 


simple or Morita equivalent to the path algebra of 


at a2 Op 
o © o RUE... 天 一 > m 之 1 
Bi B2 Bm 


module the ideal generated by 
28141» BB+ aitiBit1 7 Bai 1 P Xm -]1, a1 p»; 

where m depends only on f. Moreover, there is only one non-simple block. 

The proof of this theorem uses the fact that s( S(p, p)) = s(k 2 ,) +1, 
where s(A) denotes the number of simple A- modules and the structure of 
the connected basic symmetric algrbra A with A/ M quasi-hereditary where 
M is the socle of an indecomposable projective left ideal of A.For a 
non-simple connected basic algebra A, Xi [33] also gave a sufficient and 
necessary condition for A being symmetric with an indecomposable module 
M such that End 4(4A CD M) is quasi-hereditary. 

In a recent paper [35] Xi has studied the q-Schur algebras. 
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Fix an ordering of simple A-modules. We denote by A(i) the maximal 
quotient of the indecomposable projective module P(i) with composition 
factors of the form E(j) with j < i, and A = |A(1),---, A(n)}; dually, we 
have V = IV(1),-:, V(n)l.If & is a set of modules, let %(X) be the set of 
modules which have a filtration with factors in X. Then A is said to be 
quasi-hereditary with respect to the fixed ordering provided:a) End A(i) is 
a division ring for 1 Si «cu 5b)AA E §(A), see [DR4, R4]. Note that under 
the condition a), b) is equivalen to c); Ext4(A(i),V(j)) = 0 for1 & i, 
j Sn. Let A be quasihereditary with a fixed ordering; then the intersection 
F(A) f) &(V) = add, T, where AT is a generalized tilting and generalized 
cotilting module, which is called the characteristic module of A([R4]). 
This module T is of particular interest; its endormorphism algebra is called 
the Ringel dual of A. 


In [ R4] Ringel proved that given an ordering of simple A-modules, A 


is quasi-hereditary if and only if there exists a module T = WT i) with 


T (i)indecomposable such that (i) (dimT(i)) = 1; (ii) QTG) is a 
generalized tilting A/J;,,;- module for 1 <i <n . Note that the characteristic 
module of a quasi-hereditary algebra satisfies these two conditions. P. Zhang 
[53] proved the following. 

Theorem([53]) Let A be an algebra with a fixed ordering of simple 
A -modules. If T is an A- module satisfing the two conditions above, then T 
is exactly the characteristic module of A. 
6 Hall Algebras 

The Hall algebra of a finitary ring has been introduced by C.M. 
Ringel;there is a strong relation between Hall algebras and the quantum 
groups, see [R5 ~ 6].Let R be a finitary ring, Ni, ,Nand M finite 
R-modules. Denote by F M N the number of filtrations 

M-U,2U,2-:-2U,-«0 

of M such that U; ,/U; Z N; for 1 <i < t. Let H( R)be the Q-vector 


space with basis 《xfM]j)fM] (indexed by the set of isoclasses [M] of all 
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finite R-modules M ), with a multiplication 
M 
UIN,] WIN,] = D4 FNN,“ [M] 
then H(R )is an associative Q-algebra with 1 = u[oj. In general, H(R) is 


not commutative. 
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Let A be a cyclic quiver with n vertices, and k a field of p elements; 
denote by T the category of locally nilpotent finite dimensional representa- 
tions of A over k. Then J. Y. Guo [7] determined the centre of H ( T ). 

Theorem([7]) The center of H(T)is exactly the subalgebra of 
H(T) generated by c = > dimy = (1,---,1)(1 - p) OP uray, where n(M) 
is the number of indecomposable summands of the module M. 

In [4] Guo considered the relation between isomorphism of the species 
and that of the corresponding Hall algebras. 

In [5,6] Guo considered the structure of the Hall algebra H (A )of a 
cyclic serial algebra A. The Hall polynomials and the base of the Hall 
algebra Hg (A) = H (A ) C9zQ were given. Guo also proved that the Hall 
algebra H ( A) coincides with the Loewy algebra L ( A) which is the 
subalgebra of H (A) generated by the semisimple modules. Hg (A) is a 
filtered ring and the associated graded ring is an iterated, skew polynomial 
ring;thus both are Noetherian without zero divisor. 

7  Uniserial Modules Over Commutative Artin Ring 

It is well known in commutative algebra that a commutative Artin ring 
is a direct product of a finite number of commutative Artin local rings. In the 
following R denotes a commutative Artin local ring;then R 之 S/a for 
some commutative noetherian regular local ring (S,m) and some 
m- primary ideal a < m*.Denote by e-dim R the embedding dimension of 
R,i.e.the minimal number of generators of the maximal ideal of R, and 
assume that e-dim R > 1. 

In his doctorial thesis [62] under the direction of M. Auslander, J. G. 
Luo studied uniserial R-modules and other related modules, which often 


provide important information about the ring itself. An uniserial R-module 
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U is said to be maximal provided that U is not a proper submodule of any 
uniserial module. 

Theorem([62]) Suppose R contains an infinite field. Let d = e- dim 
R and n = Loewy length of R . Then all maximal uniserial R-modules have 
length n if and only if R œ K[[X1,°°:, X;4]]l/CX4, c, Xz)”, where K is 
the residue field of R . In this case, R can be embedded in a direct sum of a 
finite number of maximal uniserial R-modules. 

In case R = K[[X,,°°°, Xa] (X1, ©, Xz)" for some field K, the 
automorphism group of R provides an effective tool;this is because that 
every automorphism of K[[ X,,:^, X;]1]induces an automorphism of R. 
Using this technique the following was proved in [62]: 

If R contains an infinite field, let U, V be nonisomorphic uniserial 
R-modules; then U, V belong to different components in the AR-quiver of 
R.And if ég(U) È 2, then the component containing U is stable. 

In case e- dim R = 2 and let U, V be maximal uniserial R-modules, 
one has the following. 

Theorem([62]|) For any nonsplit exact sequence 

e:0> V@ > f>E@>g>U-—0 
we have 

(1) up to isomorphism,e is uniquely determined by the End 
( V)? -submodule Im Homg( V, g) of Homg( V, U). 

(2) E is indecomposable. 

(3) DTrrE = E. 

Note that the modules fixed by DTr are of particular interest because 
of a result of Hoshino, which states that if A is an Artin algebra and M is an 
indecomposable A-module with DTrM œ M,then either A is local 
Nakayama or the AR-component containing M is a homogeneous 1-tube. 
Luo determined the uniserial R-modules U satisfing DTrU œ U. 

Denote by m the maximal ideal of S, where R = S/a,a criterion 
when E, decomposes was given in [62], where 


0— S/m — E, > Tra&(S/ m) —0 
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is an almost split sequence. As a consequence one gets: Suppose R contains 
an algebraically closed field; then R is tame if and only if e- dim R = 2 and 
E, decomposes. 
8 Some Related Topics 

Gabriel’s theorem ([G]), which says that any basic connected finite 


dimensional algebra over an algebraically closed field k is of the form A = 
k A /了 for some finite quiver A and some admissible ideal I of the path 


algebra k ^, also provides a new point of view to some classical problems in 
finite-dimensional algebras, or more generally,in ring theory,in terms of 
quivers and relations. 

In [12] Liu-Luo-Xiao considered the isomorphism problem for path 
algebra of quivers;in [11] Liu studied the relations between the algebraic 
properties of path algebras and the combinatorial properties of the 
corresponding quivers. These results were extended by Liu in [13] to the 
tensor rings over valued graphs. An (oriented, in general, infinite) valued 
graph is a triple ( ` d, g), where » is a set of vertices and both d and 
g refer to functions defined on 5 x » with values which are cardinal 
numbers (possibly zero and œ). A collection (D; ;M;, i, j € » ), where 
D; is a division ring and ;M, a D; -Di ~ bimodule satisfying the condition 

LM; D; | = dj and LM; i Dj] 一 dij 
is said to be a modulation of the valued graph ( ») ,d,g). The tensor ring 
T =T( > , D, M) is defined as 

T-DOMQG MO? D OM” 中 … 
where M‘"*? = MC? 69M, D = COD;, M = &M;, with the multiplication 
induced by tensor products. The following theorem describes the 


isomorphism of two tensor rings in terms of the one of the valued graphs. 
Theorem([13]) Let >) = (>\,d,g) and 2, = CM.) 

be two valued graphs, and suppose that (D, M) = (D: M; isj € 21) 

and (D', M’) = (D',.,Ms',a, B € >)’) are their modulations respective- 
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ly. Write T = T( 9, D, M) and T’ = T( >)’, D', M').IEfiT >T 
is a ring isomorphism, then there is a bijective map 0: > — 5 ' such that 
for all 7,7 € 5, 
Di 全 Do and M, =e) Meg). 
Sufficient and necessary conditions for a tensor ring T = T( 5 D, 
M )to be left Artinian, prime, primary, semiprimitive were also given in 
[13]. The Jacobson radical J( T)(which coincides with the Baer radical 


B(T)) is also calculated. We quote only the following result. 

Theorem ([13]) The tensor ring T = T( ` ,D,M)is left 
noetheian if and only if >) satisfies the following conditions 

(1) ») is finite; 

(2) dj are finite for i,j € >); 

(3) dii diis di i, Æ 0 implies that di, = 1 and dj. — 0 for 


12!3 


j € i wheel XC £ SE a. 
For a finite quiver 4 (which may have oriented cycles), Xiao ([43]) 


proved that k A is hereditary, and any(left)projective k A-module is a direct 


sum of the modules of form (k A) * e, where e is a vertice in A. 

We denote by H;( A) (resp. H'(A)) the Hochschild homology (resp. 
cohomology) groups of A.Let B = A[M](resp. B = [M]A) be the 
one-point extension (resp.coextension) of A.The relation of H'(B) and 
H'(A)has been given by Happel([H]).Liu-Zhang proved in [15] that 
H;(B) = H,(A)for i > 0 and Ho(B) = H(A) QD &. (From this one can 
also easily get that H;(A) = 0 for i > 0 and H(A) = &”™ for a 
triangular algebra A (i.e.,an algebra whose Gabriel quiver has no oriented 


cycle), which was first given in [C]). We call a cycle a of length m a basic 
cycle if a has exactly m distinct vertices. Let A = k A /I be a monomial 


algebra (i.e. I is generated by some paths in A) ;then Ho(A) 2k" if and 
only if for any cycle a = a4a5:*a4,1a, ta, r,t” ‘at N LIAO, where a; 


is an arrow for 1 < i < m , and t is the operator defined as ta = a5: asa, 
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(see[ 15 ]) . We call an algebra k A / J' (t > 2) a t- truncated algebra, where 
J is the ideal generated by all arrows in ^. For integers ? and n we denote 


by a(n, t) (resp. b(n,£))the number [5] +uln + 1) (resp. 25] +1 
1 m is even 


— u(n)), where u(n) = ;then we have 


0 nm is odd 
Theorem([16]) Let A be a t-truncated algebra; then 
1) H ^ does not contain any cycle of length ¢ for a(n, t) sc (xz b(n, 
t),then H,(A) = 0. 


2) If H,(A) = 0,then A does not contain any basic cycle of length / 
for a(n,t) «ts b(n,t). 

In deformation theory of algebras, H^( A) = 0 is of particular interest, 
since this implies that A has only trivial deformation. Zhang ([54]) has 
determined the structures of triangular ¢-truncated algebras A with 


H'(A) = 0. 
In the case of 上 = 2, we can do some more;Let A = k A /J^ bea 
triangular algebra, n = 2 an integer, then H"(A) = 0 if and only if A does 


not contain the subquiver Al ,. 
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The description of basic algebras of finite dimension over algebraically 
closed fields as quotients of path algebras has been very useful in the 
representation theory, not only in providing a wide range of examples but 
mainly because of the description of the finitely generated modules over the 
given algebras (see, for instancel 1,6]). 

The purpose of these notes is to look at a generalization of the concept 
of path algebras. Instead of assigning to each vertex of a given quiver the 
base field K, we shall assign a K-algebra. With this, we lose the uniqueness 
of the quiver associated to a given algebra but we hope to get a better insight 


in some properties of the ring structure,for instance primeness and 
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noetherianness. Some related problems can be found in [2,3,4,5]. 

These notes are organized as follows.In section 1, after giving the 
definition of the generalized path algebras we prove some preliminary results 
on them. Section 2 is devoted to characterising generalized path algebras 
which are prime and noetherian, while in the last section we look at the 
so-called isomorphism problem for generalized path algebras. 

Part of this work was completed when the second named author was 
visiting the University of Sáo Paulo. He would like to take this opportunity 
to express his thanks to the department of mathematics of USP, especially 
Professor H. Merklen, for hospitality, and also for the financial support of 
NSFC(Grant No:19331013). The first named author acknowledges the 
support given by CNPq. The authors thank the referee for the comments on 
a preliminary version of this work. 

1 Preliminaries 

This section is devoted to define generalized path algebras and to 
establish some preliminary results on them. Along this paper, K will denote 
a fixed field. For an algebra, we mean an associative K -algebra. 

A quiver A is given by two sets Ag and Al together with two maps s, 
e:A, > Ag. The elements of A, are called vertices, while the elements of A, 
are called arrows.For an arrow a € A,the vertex s(a) is the start vertex 
of aand the vertex e(a) is the end vertex of a,and we draw 


sla) ay ela).A path in Ais (a laica, | b), where a; € Aj, for i = 


1,*,n,and s(a) = a, e(a;) =s(aj41) for i = 1,*, n — l1, and e(o,) 
= b. The length of a path is the number of arrows in it. to each arrow a we 
can assign an edge a where the orientation is forgotten. A walk between 
two vertices a and b is given byla | a1" a, | b), where a € Isla), 
e(a4)1, 6 € {s(a,),e(a,)}, and for each i = 1,-,n — 1, {s(a;), e(a,)} 
(11sCajs1), elai) } 25 C. A quiver is said to be connected if for each pair 
of vertices a and 5, there exists a walk between them. 

Let A= (Ao, Ài) be a quiver and w%= | A;:i € Ap} be a family of K- al- 


gebras A; with identity, indexed by the vertices of A. Unless otherwise 


—— 226 —— 


stated, we shall indicated the identity of A; as e;, for i € Ag. The elements of 


U i€ A A: are called the -paths of length zero, and for each n 21, an £- 


path of length n is given by a1 81 4282°*’ a,f,a, +1, where (s(B)) 1 Bi B, le 
(B,))is a path in A of length n, for each i =1,*…, 7, a; € As(g), and 2,41 
€ A,(g ). Consider now the quotient R of the K- vector space with basis the 


set of all «paths of A by the subspace generated by all the elements of the form 


(aii Bj-1Ca} t o + a? Bayes Bassi) — > ai (Biti B- aB 
Bran +1) where (s(B1)| 8177: B, l eB, ))is a path in A of length n, for each 
i—l,.n.aj€ Asp)» a5 41€ Arg, and ai € Asg for L=1,, m. De- 
fine now in R the following multiplication. Given two elements [al1p81… 
Pran «1land [by y Ymbm +1], we define 
[aibi Bas ilt bi Ys Yubu si] 

to be equal to [a181 B, (a4 4151) Y y YmOm+ilsif 24,4, and b; belong to 
the same A; and equal to 0 otherwise. It is easy to check that the above mul- 
tiplication in R is well-defined and gives to R an structure of K-algebra. Al- 
so, R has identity if and only if A, is finite. The algebra R defined above is 
called the path algebra of A and we denote it by R= K(A, s). 

Remark 1.1  (i)Observe that if A; = K for each i € Ag, then the alge- 
bra K (A, »f) defined above is the usual path algebra KA of A. 

(ii)Any K -algebra R with identity can be realized as an sf- path alge- 
bra K(A, sf) by just taking A as the quiver consisting of a unique vertex and 
A= | RT. Also, it is not difficult to see that a realization of a K -algebra as 
-path algebra is not necessarily unique. We shall discuss the problem of u- 
niqueness in section 3 below. 

(ii)Let R = K(A, £). We leave to the reader the verification that 
dimkR < co if and only if dimk A; < © for each i € Ag, and A is a finite 
quiver without oriented cycles. 

We can give an alternative definition for an “path algebra R = K(A, 
Aas follows. Let ;M j be the free A-A;- bimodule with free generators given 
by the arrows from i to j.if A = g A;, then ;Mi is also an A-A- bimodule 
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by defining A, *; M; = 0 if k Ai and ;M; * A, = 0 if k z& j.Let M = 
中 ;Mi, which is clearly an A-A- bimodule. We leave to the reader to check 
im) 


that R is isomorphic to the algebra 
A C M Q CM CO M) QQ CM Ok M Ck M) CO 
with multiplication given by the tensor product. 


Examples 1.2 Let A be the quiver 


0a $ o 


1 2 3 
and let “= |K, K[x], K|.Observe that the algebra R = K (4A, Wis 


isomorphic to the(usual)path algebra K A’, where A’ is the quiver 


We finish this section characterizing the Jacobson radical J ( R) of an 
3-path algebra R = K(A, 5£). We shall need the following definition. 

Definition. Let A be a quiver and <% be a family of K-algebras | A; | £A 

(i) We say that a path(i | Bite Ba lj), n Zl, in A is regular provided 
it is not a subpath of an oriented cycle in A. 

(ii)Let (i | 81-8, | 7), 2 1, be a regular path in A. Then, any 
-path a4: B,b, with a € A; and b € Aj is called regular . Also, if there 
are no oriented cycles passing through a vertex i,then the elements of 
J (A; )are called regular sf-paths(of length zero). 

Proposition 1.3 Let R = K(A, &)be the & path algebra of A. Then 
the Jacobson radical J ( R ) of R is just the K -subspace of R generated by all 
regular paths of R. 

Proof:Denote by M the K-subspace of R generated by all regular 
paths of R . Also, for X C R, denote by ( X )the(bilateral) ideal generated by 
X.Let u € R be a regular path of length greater than zero. Clearly, 
(u)* = 0 and so (u) C J(R).Let now i be a vertex at which there are no 


oriented cycles and consider U; = y (u), where u runs over all regular 


u 


paths of length greater than zero in R, starting or ending at 7. 


Observe that (J(A;)) = J(A;) + U;. On the other hand, U; is a 
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quasi-regular ideal of R and since(J(A;) + U;)/U; 之 J(A;) is also 
quasi-regular, we infer that (J( A;))is quasi-regular. Hence (J(A;)) C 
J C R), and this shows that M C J(R). 


Suppose that M 天 J(R). Then there exists a nonzero element x = 


DIP: € J(R), where each p; is not regular. Clearly, there are Z, m such 


that 0 Æ exem € J(R).So, without loss of generality we can assume that 
€i, = p;,for each i.By hypothesis, the p;'s are subpaths of oriented 
cycles, and so there exists a path q = e,,qe; from m to 1. Multiplying x by 
q, we still get a sum of nonzero paths in J( R) which are clearly oriented 
cycles. Therefore, we can assume that each p; is an oriented cycle at the 


vertex /. Moreover, multiplying x on both sides by a path(e; | y+ | e), 
we may finally assume that 0 Æ x = > Pi, where all 5;'s have the form(e; 


| Y: 8 | ej) Observe that if z is a path in R with ez Æ 0, then p;z z50 
and so x is a quasi-regular element in R . Hence, there exists y € R such 
that x + y + zy = 0(*).Multiplying( * )on both side by ej, we may 
suppose e;ye, = y.But now( * )leads to a contradiction because zy ~ 0 and 
has a bigger length than x * y. Therefore, M — J(R),as required. 

The next result is an easy consequence of the above proposition. 

Corollary 1.4 Let R = K(A, £) be the “path algebra of A. Then, 
R is semiprimitive if and only if A has no regular paths, and J(A;) = 0 
whenever 7 is an isolated vertex. 
2 Criteria for Primeness and Noetherianness 

Along this section, let us assume that A is a quiver, ¥= {A;:1€ Ao tis 
a family of K- algebras A; indexed by the vertices of A and with identity e;, 
and R = K(A, £) is the £- path algebra of A. We shall give now criteria for 
R to be prime and to be right and left noetherian in terms of the quiver A 
and the family %. We start with a definition. 

Definition. We say that a quiver A is oriented connected provided for 
any pair of distinct vertices i and j, there exists a path in A from i to j. 


Clearly, a connected quiver A is oriented connected if and only if any 
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path of A is a subpath of an oriented cycle. 

Theorem 2.1 With the above notations and assuming that A is 
connected and has at least 2 vertices, the following are equivalent: 

(a) R is prime; 

(b)A is oriented connected; 

(c)No s£- path is regular. 

Proof: (a)-»(b).Suppose A is not oriented connected. So, there are 
distinct vertices i and j with no paths from i to j . Hence, there is no sx. path 
in R from i to j, which implies that e;Re; = 0, a contradiction. 
(b)-»(a).Let I and J be two nonzero ideals of R . Observe that there are 
vertices i,j, |, m € Ag such that ejIe; #0 and eje,, # 0. Assuming now 
that A is oriented connected we infer that there exists a path y € A from j 
to l. Therefore, e,Je;YeJe, A 0, and so R is prime as required. 
(6)=>(c).It is enough to show that any path in A is non-regular and each 
vertex belongs to an oriented cycle. Let(z | ai'ta, | j)be a path in A with 
i y. j.Since A is oriented connected, then there exists a path(j | Pi Bm | 
i)and so(i | aja, B, | i)is a cycle. Since | Ay IŒ 2, the same 
argument can be used to show that each vertex belongs to an oriented cycle. 
(c)=>(6).Since A is connected, given two distinct vertices i and j, there 
always exists a walk between them. Denote by J = 1(i,j) the length of a 
shortest walk between i and j. We shall prove the statement by induction 
on l 之 1.Suppose that / = 1,that is, that there exists either an arrow 
a:i > j or an arrow f:j — i. There is nothing to show in the former case, 
so let us consider the later. By hypothesis, there exists an oriented cycle 
(j | B8 Bm | j)and soli | Bi B, | j)is the required path from i to j. 
Suppose now > 1.So there exists a walk(i | PET Yı | j)of length J 
between i and j. If s(y1) = i, then there exists a walk (e( y,) | Yo y | 
j )of length 1 -1 and so, by induction, there exists a path from e( yi)to j 
which composed on the left with y, gives a path from i to j. If now 
e(y¥,) =i,then the same argument used above, gives a path from 7 to 


s (y1). The induction hypothesis yields a path from s(¥,)to j, leading to 
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the required path from 7 to j. 

We shall now prove a criterion for R to be right noetherian. 

Theorem 2.2 With the above notations, the algebra R is right 
noetherian if and only if the following conditions hold: 

(1) A is finite. 

(ii) There exists only one arrow starting at each vertex lying in an 
oriented cycle of A. 

(iii) The algebra A; is one dimensional for each vertex i lying in an 
oriented cycle. 

(iv)If j is not a sink vertex, then A, is finite dimensional, and if 7 is a 
sink vertex, then the algebra A; is right noetherian. 

Proof :Let us assume first that R is right noetherian. Clearly, A is 
finite, and so we have(i). 

Suppose now that A has a cycle Y starting and ending at a vertex 1 and 
that there is an arrow a:i 一 j which does not belong to Y. To get a 
contradiction, just consider the following infinite ascending chain of distinct 
right ideals 

(Ya) C (Ya, Ya) C (Ya, Ya, Ya) CC 
This proves(ii). 

Let now Y be an oriented cycle in A passing through a vertex i, and 
consider the arrows a and £ such that s(a) = i and e(8) = i.If A; is not 
one-dimensional, then there exist two elements K-linearly independent a 
and b in A;.Consider x = eja: fa and y = ejoa Bb. Then, 

(xy) C (xy, x? y) C (xy, x?y, 302 y) C 
is an infinite ascending chain of distinct right ideals, which proves( iii). 

If j is a sink vertex, then every right ideal of A; is also a right ideal of 
R, so A; must be right noetherian. If j is not a sink vertex, then there exists 
an arrow a :j — l starting at j . If now A; has infinite dimension, letia;:: € 
N tbe a linearly independent infinite set of elements of A;. Then, 

(aia) C (aja, aza) C (aja, aza, aza) C 


gives a contradiction to the fact that R is right noetherian. 
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So, (i)-(iv)are necessary for R to be right noetherian. 
Let us now assume that(i)-(iv)hold and prove that R is right 
noetherian. To do so, let 
LECLC OCLC 


be an ascending chain of right ideals of R . Since Ag is finite, say | Ag | = m, 


then » e; gives the identity of R . So it is enough to show that 


i=1 

ejl 4e; C eile; C * C ee (*) 
stops after a finite number of steps for each pair (7, j ). Clearly, for each n, 
eilne; C e;Re; . Let Y be a path in e;Re;. First assume that Y does not belong 
to an oriented cycle. Therefore, using(ii), y has no subpaths which are 
oriented cycles. If furthermore, j is not a sink vertex, then by hypotehsis 
e;Re; is a finite dimensional K -space and so ( * )stops after a finite number 
of steps. In case j is a sink vertex, then e;Re; is a finitely generated right 
A;-module.Since, by hypothesis, A; is right noetherian, we infer using the 
Hilbert basis theorem, that the chain( * )should stop. 

Suppose now j belongs to an oriented cycle. By(ii), there exists a 
unique basic cycle 0 at j and the end vertices of paths starting at j should 
belong to 0. In this case, e;Re, is a finite generated right K[ 0] -module. 
Using now the wellknown fact that a finitely generated right R- module over 
a right noetherian ring R is noetherian, we infer that the chain( * )should 
stop. 

It is not difficult to dualize the above result to get the following 
characterization of left noetherian s» path algebras. 

Theorem 2.3 With the above notations, the algebra R is left 
noetherian if and only if the following conditions hold: 

(i)A is finite. 

(ii)There exists only one arrow ending at each vertex lying in an 
oriented cycle of A. 

(iii) The algebra A; is one dimensional for each vertex i lying in an 


oriented cycle. 
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(iv) If j is not a source vertex, then A; is finite dimensional, and if j is 
a source vertex, then the algebra A; is left noetherian. 

As a consequence, we get the following result. 

Corollary 2.4 Let R = K(4,5/) be an &path algebra. Then R is 
noetherian if and only if A is finite and for each connected component T of A 
one of the following facts happens: 

(a)T = {i}is an isolated vertex and A; is noetherian; 

(b)T has no oriented cycles and A, is finite dimensional for each vertex i; 

(c)T is a basic cycle and A; is one-dimensional for each vertex i in I'(so 
that the corresponding ring direct summand of R is of type KA, with A, 
linearly ordered). 

3 The Isomorphism Problem 

In this section, we shall study the so-called isomorphism problem for 
the generalized path algebras, as defined in the first section. In other words, 
let A and I be two quivers, and # = {A;:i € Aland Z = [1Bi € Tel be 
two families of K-algebras with identities indexed by the vertices of A and 
I, respectively. The isomorphism problem can be posed as follows:if d: 


K(A,sf) — K(T,2) is an algebra isomorphism, at which conditions do 


there exist a quiver isomorphism J:A -> T and an isomorphism A, -> 
Bya), for each a € A? 
For the classical case of path algebras, that is, when A;  K for each i 


€ Ao, and B; & K for each j € Tp, it is well-known that an isomorphism of 


algebras KA -三 - KT induces an isomorphism of quivers ^ =, P. On the 
other hand, any K -algebra can be realized as a generalized path algebra of a 
quiver consisting of a unique vertex. We shall look in the sequel at some 
situations at which the isomorphism theorem holds. We keep the notation 
from the previous paragraph. 

From now on, let us assume that A and T are finite quivers with no 
oriented cycles. Assume, furthermore, that, for each a € Ao, the identity e, 


of A, is the unique nonzero idempotent of A,,and,for each 5 € Ty, the 
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identity f, of B, is the unique nonzero idempotent of Bj. Denote R = K(A, 
A) and S = K(T,&) and assume that iR -> S is an algebra 
isomorphism.For convenience, we shall consider both R and S as Z* 
-graded algebras as follows: R = Ro * R4 t :-:and S = Sọ + S, ^, where 
Ro = & Ae R; = (sf- paths of length i in A), S9 = A Po» S; = (Z-paths 


of length 7 in T). Assume, furthermore, that | Ag | = n, | Pg! = m.By our 
hypothesis, we infer that 1e;,:^,e,landi f4,:*, f, l are complete systems 
of primitive and pairwise orthogonal idempotents for R and S, respectively. 


In particular, » e; = lg and ` f; = 1g are the identities of R and S, 
1€ 4, i € T 


respectively. 

Observe that due to the imposed conditions on the algebras of A,if A 
has no arrows, then Ro has exactly 2" — 1 distinct idempotents. It should be 
also clear that if A has an arrow a:a — b which is not a loop, then e, + 
ZaaXZb is also an idempotent for each z, € A, and x, € A,. Actually, if e is 
an idempotent in R, then e = rg + ri + +, where rg is an idempotent in 
Ro, that is, ro is a sum of some e,'s. Since is an isomorphism, we have 
1s 2 6(14) = Olei) + ** + Ble,), and so Blei) = focii + Sei), where 
Sati) € Sy + Sq + ++. Sincei f,:j € Tolis a complete set of primitive and 
pairwise orthogonal idempotents, and rearranging the terms if necessary, we 
infer that P(e;) = f; + sii, with s(;) € Sy + Sa + -c, and so m = n.In 
particular, ® induces an one-to-one correspondence between A and I. 

Lemma 3.1 Let e be an idempotent of R and f = e + rig + ro + 
roo, Where rig + rg + roo € Ry + Ro t ,e* ro =O = ro’ e,e* rig 
= rip and rg * e = ro. Then 

(a) f is an idempotent if and only if roo = ror * rig and rog * roo = 
fio. roo = Yoo * roy = Q. 

(b)Suppose f is an idempotent, then f is primitive if and only if e is 
primitive. 

Proof’; (a)Observe that since A has no oriented cycles, then rio * ro, = 0. 


Therefore, 
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(f£) 9 (e rig t ro troo) =e + riot riot roo + ro * ro’ riot roo* 
rogi t roo’ roolf f is an idempotent, then r49 = rig + r10° Too, roi = ro 十 
roo’ ros and roo = roo roo + roirio( * ). Clearly now, rqg* roo =0 = roo’ rot 
and, by( * ), we get roo roo = (Érgo* roo + ror + *10) * Yoo = roo- *00* roo- It- 
erating this procedure, we get for each n, that (ro) = (ro)? = = 
( rog)" . Therefore, by length, we infer that (199)? =0 and so roo = rgi* rio. 
The converse is clear. 

(b)Suppose e = ez + e3, where e» and e4 are orthogonal idempotents. 
Writing rio = roo + rao with e2* ro = r39, €3° r30 = r390 and rol = ro2 + ro3 
with rg3'627 ro, rg4* €3 = rog, we will have f = (eo + e4) + (rag + r39) 十 
(roz + ro3) + (roz + ros) (rz + r30) = (e2 + r20 + ro + roz 720) + Ce3 + 
r39 + ro3 + roa. 739), and so e is primitive if and only if f is primitive. 

Corollary 3.2 The ideal generated by ®(e;)S®(e;)equals the one 
generated by f;Sf;.In particular, (B;) = (4(e;) SO(e;)). 

We shall now state and prove our results concerning the isomorphism 
problem. Keeping the above notation, we have just seen that | Ag 1= I Tg |, 
and ®(A;) = B;, for each i. 

Theorem 3.3 Suppose neither A nor [ have multiple arrows. Then 
the isomorphism ®; K (A, £) — K (T, Z) induces an isomorphism V:A-—T 
of quivers such that for each a € Ay, A, = Bacay. 

Proof; We shall prove it by induction on | Ag |. If | Ag | = 1, then A, = 
@ = TX, because neither A nor T have oriented cycles. Also, by the above 
®(A,) = Ba, where a is the unique vertex of A(identifying Ag with Tọ). 
Suppose now that | Ao | = n > 1.Let I; be the ideal of R generated by A;, 
and J; the ideal of S generated by B;.Since ®(A;) = B;, we have that 
®(I;) = J; and so ® induces an isomorphism ©’; R/I; > S/J;. Writing 
R; = R/I; and $; = S/J;, we have clearly that R; = K(A\ lil, 4\ {A;}) 
and $; = K(DN fit, Z\ {B;}). Using the induction hypothesis, we have that 
AN [ilis isomorphic to \ {i}, and A, X B,, for each j #7. Since this can 
be done for each 7, and using the fact that neither A nor T have multiple 


arrows, we infer that the quivers A and F are isomorphic and, A, 7 Bj, for 
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each j as required. 


For the next result we shall have the same hypothesis on the families £% 


and 4 but A and F are arbitrary finite quivers. 


Theorem 3.4 Assume furthermore that the algebras A; i € Ao, Bjs; 
€ To, are finite dimensional. Then the isomorphism ®; K (A, £) — K (T, 2) 


induces an isomorphism Y: A — I of quivers such that for each a € Ay, A, 


=~ Byta). 


Proof:By counting dimensions over K,one can prove the result for 


| â |= | Fo | = 2. By induction, using the same argument as before, we get 


the general case. 
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Postscript by the Chief Editor 


在 搜集 编写 《北京 师范 大 学 数学 系 史 的 过 程 中 , 我 深 深 地 感到 , 我 们 
数学 系 的 5 位 老 先 生 : 王 世 强 , 孙 永 生 , 严 士 健 , 王 梓 坤 , 刘 绍 学 教授 : 

(1) 他 们 是 我 系 的 学 术 带 头 人 , 为 我 系 的 学 科 建 设 和 人 才 培 养 , 花费 
了 毕生 的 精力 , 做 出 了 重大 的 贡献 。5 位 先生 均 为 1981 年 被 批准 为 首 批 
博士 生 导 师 , 王 梓 坤 教授 是 1984 年 来 到 我 校 任 校 长 。 其 余 4 位 博士 生 导 
师 , 占 全 国 首 批 数 学 博士 生 导 师 数量 的 1/18, 占 我 校 首 批 博士 生 导 师 ( 理 
科 还 有 黄 祖 治 院士 , 刘 若 庄 院 士 , ROAR, 汪 莹 仁 院 士 和 周 廷 儒 院 士 ) 
数量 的 2/9。 数 学 系 在 学 校 的 多 种 指标 中 一 般 占 1/10 或 更 低 , 此 次 批准 
我 系 的 博士 生 导 师 数量 , 提高 了 我 系 在 学 校 中 的 地 位 , 且 此 举 为 数学 系 在 
全 国 数学 界 的 地 位 莫 定 了 重要 基础 , 开创 了 近 20 多 年 来 的 良好 局 面 。 

(2) 这 5 位 中 国 现代 数学 家 , 均 入 选 ( 中 国 现代 数学 家 传 )( 江 苏 教育 
出 版 社 , =. A, 1995, 1998, 2002), 他 们 为 我 国 现代 数学 的 发 展 做 
出 了 重要 的 贡献 。 

(3) 5 位 先生 中 , 在 王 梓 坤 教授 来 我 校 之 前 , 其 余 4 位 在 数学 系 被 戏 
称 为 “四 大 人 金刚”, 这 4 位 教授 均 毕 业 于 北京 师范 大 学 数学 系 , 且 终 身 在 数 
学 系 任 教 , 这 也 是 数学 系 的 特殊 现象 。 

(4) 5 位 先生 中 后 4 位 都 出 生 于 1929 年 , 这 是 中 国 现代 数学 家 在 一 
所 高 校 数学 系 独特 的 现象 。 

由 此 , 我 产生 了 编辑 5 位 老 先生 文集 的 想法 , 并 和 系 里 的 一 些 教师 谈 
论 过 此 事 。《 北 京师 范 大 学 数学 系 史 ) 出 版 后 , 与 数学 系 主任 郑 学 安 教授 
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和 数学 与 数学 教育 研究 所 所 长 刘 永 平 教授 商量 , 由 我 主编 这 套 文集 , 并 与 
北京 师范 大 学 出 版 社 当 时 的 总 编 马 新 国教 授 协商 同意 后 , 将 5 位 老 先 生 
文集 列 人 出 版 社 的 《教授 文库 》。 

1E 2003 年 底 , 出 版 社 的 新 一 届 领 导 将 5 位 先生 的 文集 列 人 《北京 师 
范 大 学 数学 家 文集 出 版 计划 。 经 过 协商 , 文选 的 内 容 包 括 : 照片 ; 序 ; 论 
文选 ;全 部 论文 和 著作 目录 ; 后记。 作为 刘 老 师 的 学 生 , 我 能 够 非常 荣幸 
地 协助 敬爱 的 老师 在 他 75 岁 生 日 的 时 候 编 辑 这 部 文集 , 并 祝愿 刘 老 师 健 
康 长 寿 。 

本 文集 承蒙 Ringel 教授 为 其 写 序 , 其 内 容 是 中 德 代数 合作 史 的 极 好 
刻画 , 这 使 文集 增辉 不 少 , 我 们 对 其 表示 深 深 的 感谢 。 自 序 为 刘 先 生发 表 
在 《中 国 现代 数学 家 传 ) 第 五 卷 的 自传 , 收录 时 做 了 个 别 字 的 改动 。 原 自 
传 的 主要 论著 目录 本 文集 未 附 , 其 引用 的 文献 改 为 本 文集 附录 中 的 序号 。 
根据 现在 的 情况 , 在 自序 中 加 了 几 个 脚注 。 

《走向 代数 表示 论 ) 是 这 套 文集 的 第 五 部 。 本 书 的 出 版 得 到 了 北京 师范 
大 学 出 版 社 的 大 力 支 持 , 以 及 刘 平 同志 的 热情 帮助 , 在 此 表示 由 衷 的 感谢 。 

彰 此 机 会 ,将 这 一 段 的 工作 做 一 汇报 。 

在 百年 校庆 前 , 在 数学 系 的 系 所 党 总 支 联席 会 上 , 讨论 校庆 活动 时 ， 
数学 系 主任 郑 学 安 教授 建议 , 让 我 负责 出 一 本 纪念 册 , 内 容 类 似 于 像 他 家 
里 有 的 北京 大 学 数学 系 80 周年 系 庆 编 的 《北京 大 学 数学 系 成 立 八 十 周年 
纪念 册 》 。 当 时 , 我 明确 表示 不 同意 出 类 似 纪念 册 的 宣传 品 。 我 认为 , 作 
为 中 国 一 所 著名 大 学 的 重要 系 所 , 应 该 出 一 部 正式 出 版 的 ( 系 史 )。 要 让 
RR, 我 就 主编 一 部 ( 系 史 ) 出 版 。 后 在 全 系 教师 及 校友 的 大 力 支持 下 , 我 
就 摘出 一 部 ( 系 史 》。 

可 以 这 样 说 , 为 了 在 北京 师范 大 学 百年 校庆 前 出 版 (北京 师范 大 学 数 
TRE), 除了 正常 的 教学 , 带 研究 生 , 以 及 行政 管理 工作 外 , 我 中 断 了 与 
我 的 研究 方向 有 关 的 一 切 问 题 , 包括 编辑 部 退 修 的 稿件 。 在 搜集 编写 ( 系 
史 ) 的 过 程 中 , 由 于 原始 材料 都 是 本 人 亲自 查阅 , 再 加 上 平时 搜集 的 数学 
科学 学 院 的 有 关 材 料 , 使 我 考虑 如 何 系统 地 搜集 和 整理 我 院 的 历史 资料 ， 
在 可 能 的 情况 下 发 表 或 由 出 版 社 正式 出 版 。 

作为 中 国 一 所 著名 大 学 的 重要 院 所 , 有 很 多 资料 值得 搜集 并 进行 研 
究 。《 系 史 》 出 版 后 ,我 成 为 一 位 《 系 史 》 的 业余 研究 者 。 除 了 修改 ( 系 史 》 
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(主要 是 在 1952 年 以 前 的 部 分 内 容 ) 外 , 在 工作 之 余 , 我 决定 抽出 时 间 , 做 
以 下 事情 . 

(1) 整理 一 个 完整 的 院 校 调整 后 的 北京 师范 大 学 数学 科学 学 院 本 科 生 人 
学 名 单 。 

(2) 对 数学 科学 学 院 的 老 先 生 做 一 些 系列 访谈 。 初 步 确定 的 第 一 批 人 选 
为 10 人 。 

(3) 主编 并 出 版 王 世 强 , 孙 永生 , 严 士 健 , 王 梓 坤 , 刘 绍 学 教授 的 文集 。 

(4) 主编 并 出 版 传 种 孙 ， 钟 善 基 , T AREE, 曹 才 翰 教授 的 数学 教育 文选 。 


这 里 要 说 的 是 , 以 上 4 项 工作 已 基本 完成 。 王 世 强 、 孙 永生 、 严 士 健 、 
王 梓 坤 、 刘 绍 学 的 文集 由 北京 师范 大 学 出 版 社 出 版 ; 仁 种 孙 、 钟 善 基 、 丁 
尔 隆 、 曹 才 翰 的 数学 教育 文选 由 人 民 教 育 出 版 社 出 版 。 

最 后 , 谈 谈 主编 9 部 文集 的 一 点 体会 。 出 版 文集 最 好 是 老 先生 们 着 
五 办 十 的 诞辰 年 份 出 版 。 文 集 整 理 中 最 容易 出 现 问题 的 是 作者 全 部 论文 
目录 的 收集 , 这 不 是 一 件 简单 的 工作 , 且 有 可 能 耗费 大 量 的 时 间 和 精力 。 
此 类 工作 宣 在 出 版 文集 的 作者 健在 时 进行 。 即使 文集 作者 能 够 提供 论文 
目录 , 也 应 进行 多 方面 的 核实 和 补充 。 在 平时 , 整理 者 如 果 能 够 养 成 积累 
所 收集 对 象 的 论文 目录 的 习惯 则 更 好 。 我 真切 地 希望 将 来 主编 人 * x * 
文集 》 作 者 的 弟子 们 , 平时 有 人 能 够 积累 导师 的 论著 目录 。 我 也 希望 每 一 
个 写 论文 的 人 , 有 一 个 自己 的 全 部 论文 的 目录 。 如 果 文 集 作者 已 经 逝世 ， 
搜集 全 部 论文 目录 的 时 间 宜 持续 较 长 的 时 间 , 不 可 匆忙 拿 出 。 著 作 目 录 
的 搜集 相对 容易 。 

出 版 北京 师范 大 学 数学 科学 学 院 ( 系 ) 史 ,将 著名 数学 家 、 数 学 教育 家 
和 科学 史 专 家 文集 进行 整理 和 编辑 出 版 , 是 我 们 数学 科学 学 院 学 科 建 设 
的 一 项 重要 的 和 基础 性 的 工作 。 数 年 后 , 这 项 工作 还 应 继续 做 下 去 。 当 
JR, 搜集 和 积累 数学 科学 学 院 史料 的 工作 还 在 继续 进行 。 
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